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11引 言

随着科学技术的发展 ,非线性在自然科学和社

会科学领域的作用越来越重要 ,对于非线性问题的

关注也越来越大. 在非线性问题中 ,对非线性演化方

程的求解和定性分析占有很重要的地位. 对于常系

数非线性演化方程的求解和分析已经取得了很多突

破 ,发展了很多比较系统的求解方法和分析手段 ,

如齐次平衡法[1 —5 ] ,双曲正切函数展开法[6 —8 ] ,非线

性变换法[9 ,10 ]
, 试探函数法[11 ,12 ]

, 和 sine2cosine 方

法[13 ] . 这些方法也求得非线性波方程的冲击波解和

孤立波解 ,或仅仅能够得到初等函数构成的周期

解[14 —21 ]
,Porubov 等[22 —24 ]应用 Weierstrass 椭圆函数求

得了一些非线性波方程的准确周期解. 但是 ,毕竟常

系数非线性演化方程只是现实中的非线性问题的理

想化和近似 ,事实上 ,这些非线性演化方程的系数是

随着时间和空间变化的. 对于这些变系数的非线性

演化方程的分析和求解已经引起了越来越多的关

注 ,也取得了一定的进展[25 —28 ]
. 本文把我们[29 —31 ] 最

近提出的 Jacobi 椭圆函数展开方法扩展并应用到变

系数非线性演化方程的求解 ,得到了新的解析解.

21 Jacobi 椭圆函数展开法

考虑含变系数的非线性方程

N u ,
9 u
9 t

,
9 u
9 x

,
92

u
9 t

2 ,
92

u
9 x

2 , ⋯ = 0 , (1)

寻求它的行波解为

u = u (ξ) ,ξ = f ( t) x + g ( t) , (2)

其中 f ( t)和 g ( t)为待定函数.

将 u (ξ) 展开为下列 Jacobi 椭圆正弦函数 snξ

的级数 :

u (ξ) = ∑
n

j = 0
aj ( t) sn

jξ. (3)

类似对常系数非线性方程的求解 ,在 (3) 式中 ,选择

适当的 n 使得含变系数的非线性波动方程 (1) 中的

非线性项和最高阶导数项平衡 ,具体的求解步骤可

参看文献[29 ] . 应该指出的是 ,因为 m →1 时 ,snξ→

tanhξ, (3)式就退化为

u (ξ) = ∑
n

j = 0
aj ( t) tanh jξ, (4)

所以 ,我们的方法包含了求解变系数的非线性方程

的双曲正切函数展开法.

下面 ,把这种方法应用于两类变系数 KdV 方程

和柱 KdV 方程进行求解.

31 第一类变系数 KdV 方程的解

第一类变系数 KdV 方程形式为

9 u
9 t

+α( t) u
9 u
9 x

+β( t)
93

u
9 x

3 = 0. (5)

把 (2)式和 (3) 式代入 (5) 式使得方程中的非线性项

和最高阶导数项平衡 ,得到

n = 2 , (6)

即方程 (5)的形式解为
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u = a0 ( t) + a1 ( t) snξ+ a2 ( t) sn2ξ. (7)

由于

9 u
9 t

= a′0 + a′1 snξ+ a′2 sn
2ξ

+ ( a1 + 2 a2 snξ) ( f′x + g′) cnξdnξ, (8)

9 u
9 x

= f ( a1 + 2 a2 snξ) cnξdnξ, (9)

u
9 u
9 x

= f [ a0 a1 + ( a
2
1 + 2 a0 a2 ) snξ

+ 3 a1 a2 sn
2ξ+ 2 a

2
2 sn

3ξ]cnξdnξ, (10)

92
u

9 x
2 = f

2
[2 a2 - (1 + m

2 ) a1 snξ

- 4 (1 + m
2 ) a2 sn

2ξ+ 2 m
2

a1 sn
3ξ

+ 6 m
2

a2 sn
4ξ] , (11)

93
u

9 x
3 = f

3
[ - (1 + m

2 ) a1 - 8 (1 + m
2 ) a2 snξ

+ 6 m
2

a1 sn
2ξ+ 24 m

2
a2 sn

3ξ]cnξdnξ.

(12)

在 (8) —(12)式中 m 为模数 (0 < m < 1) . 这样把 (8) ,

(10)和 (12)式代入方程 (5)得到

a′0 + a′1 snξ+ a′2 sn
2ξ+ a1 [ f′x + g′

+ αf a0 - (1 + m
2 )βf

3
]cnξdnξ

+ [2 a2 ( f′x + g′) + αf ( a
2
1 + 2 a0 a2 )

- 8 (1 + m
2 )βf

3
a2 ]snξcnξdnξ+ 3 a1 f [αa2

+ 2 m
2βf

2 ]sn2ξcnξdnξ+ 2 a2 f [αa2

+ 12 m
2βf

2
]sn

3ξcnξdnξ = 0 , (13)

从而有

a′0 ( t) = a′1 ( t) = a′2 ( t) = 0 , (14)

a1 [ f ′x + g′+αf a0 - (1 + m
2 )βf

3
] = 0 , (15)

2 a2 ( f ′x + g′) + αf ( a
2
1 + 2 a0 a2 )

- 8 (1 + m
2 )βf

3
a2 = 0 , (16)

3 a1 f [αa2 + 2 m
2βf

2
] = 0 , (17)

2 a2 f [αa2 + 12 m
2βf

2 ] = 0. (18)

由 (14)式求得

a0 = c0 , a1 = c1 , a2 = c2 　( c0 , c1 , c2 为常数) .

(19)

由 (15)式和 (16)式求得

f′= 0 , (20)

即

f = k 　　( k 为常数) . (21)

由 (18)式得到

a2 = - 12 m
2

k
2 β
α . (22)

考虑到 (19)式 ,可知

β
α = γ　(γ = 常数) , (23)

这样

a2 = - 12 m
2γk

2
. (24)

再由 (17)式得到

a1 = c1 = 0. (25)

由 (16)式、(21)式和 (23)式得到

a0 = -
g′( t)
kα( t)

+ 4 (1 + m
2 )γk

2
. (26)

考虑到 (19)式 ,则

-
g′( t)
kα( t)

= c 　( c = 常数) , (27)

所以

g ( t) = - kc∫
t

0
α(τ) dτ, (28)

a0 = c + 4 (1 + m
2 )γk

2 , (29)

从而得到

u = c + 4 (1 + m
2 )γk

2 - 12 m
2γk

2 sn2ξ

= c + 4 (1 - 2 m
2 )γk

2 + 12 m
2γk

2 cn2ξ, (30)

这就是第一类变系数 KdV 方程 (5) 的类椭圆余弦波

解. 其中

γ =
β
α 　　(γ = 常数) ,

ξ = k ( x - c∫
t

0
α(τ) dτ) 　　( k , c 为常数) .

(31)

当 m →1 时 , (30)式退化为

u = c + 8γk
2

- 12γk
2
tanh

2ξ

= c - 4γk
2

+ 12γk
2
sech

2ξ, (32)

这就是第一类变系数 KdV 方程 (5) 的类孤立波或孤

子解.

41 第二类变系数 KdV 方程的解

第二类变系数 KdV 方程形式为

9 u
9 t

+ [σ( t) + μ( t) x ]
9 u
9 x

+α( t) u
9 u
9 x

+β( t)
93

u
9 x

3 +ν( t) u = 0 , (33)

把 (2)式和 (3)式代入 (33)式得到方程的形式解仍然

为 (7)式 ,把 (7)式代入方程 (33)得到

( a′0 +νa0 ) + ( a′1 +νa1 ) snξ+ ( a′2

+νa2 ) sn
2ξ+ a1 [σf + ( f′+ μf ) x + g′

+ αf a0 - (1 + m
2 )βf

3 ]cnξdnξ

+ {2 a2 [ f′+ μf ) x + ( g′+σf ) ]
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+ αf ( a
2
1 + 2 a0 a2 ) - 8 (1 + m

2 )βf
3

a2 }

×snξcnξdnξ+ 3 a1 f [αa2

+ 2 m
2βf

2
]sn

2ξcnξdnξ+ 2 a2 f [αa2

+ 12 m
2βf

2 ]sn3ξcnξdnξ = 0. (34)

由此求得

a0 = c0 e
-∫

t
0
ν(τ) dτ

, a2 = c2 e
-∫

t
0
ν(τ) dτ

( c0 , c2 为常数) , (35)

a1 ( t) = 0 , (36)

f ( t) = f 0 e
-∫

t
0
μ(τ) dτ 　( f 0 为常数) , (37)

a2 = - 12 m
2

f
2
0
β( t)
α( t)

e
- 2∫

t
0
μ(τ) dτ

, (38)

g ( t) =∫
t

0
{4 (1 + m

2 )β( t) f
3 ( t)

- [σ( t) - α( t) a0 ( t) ] f ( t) }d t , (39)

对比 (35)式和 (38)式 ,则有

β
α = γ(γ为常数) ,ν( t) = 2μ( t) . (40)

所以

u = [ c0 - 12 m
2γf

2
0 sn

2ξ]e
-∫

t
0
ν(τ) dτ

= [ c0 - 12 m
2γf

2
0 + 12 m

2γf
2
0 cn

2ξ]e
-∫

t
0
ν(τ) dτ

. 　　

(41)

这就是第二类变系数 KdV 方程 (33) 的类椭圆余弦

波解. 其中

γ =
β
α = 常数 ,ν( t) = 2μ( t) ,

f ( t) = f 0 e
-∫

t
0
μ(τ) dτ 　　( f 0 为常数) , (42)

g ( t) =∫
t

0
{4 (1 + m

2 )β( t) f
3 ( t) - [σ( t)

- α( t) a0 ( t) ] f ( t) }d t ,

ξ = f ( t) x + g ( t)

当 m →1 时 , (41)式退化为

u = [ c0 - 12γf
2
0 + 12γf

2
0 sech2ξ]e -∫

t
0
ν(τ) dτ. (43)

这就是第二类变系数 KdV 方程 (33) 的类孤立波或

孤子解.

51 柱 KdV 方程的解

柱 KdV 方程形式为

9ν
9 t

+ aν9ν
9 y

+ b
93ν
9 y

3 +
1
2 t
ν = 0 , (44)

这里 a 和 b 为常数. 很显然 ,方程 (44)不可以直接求

解 ,需要做变换才可以.

　　首先 ,令

u = t
1Π2ν, (45)

这样得到

9 u
9 t

+ at
- 1Π2

u
9 u
9 y

+ b
93

u
9 y

3 = 0. (46)

再令

x = t
- 1Π4

y , (47)

由方程 (47)得到

9 u
9 t

+ at
- 3Π4

u
9 u
9 x

+ bt
- 3Π4 93

u
9 x

3 = 0. (48)

若令

α( t) = at
- 3Π4 ,β( t) = bt

- 3Π4 , (49)

则

9 u
9 t

+α( t) u
9 u
9 x

+β( t)
93

u
9 x

3 = 0. (50)

这就是第一类的变系数 KdV 方程 ,很明显γ=β( t)Π
α( t ) = bΠa = 常数 ,这样方程 (50) 就是 (30) 式. 因

此 ,柱 KdV 方程 (44)的类椭圆余弦波解为

ν = t
- 1Π2

[ c + 4 (1 + m
2 )γk

2
- 12 m

2γk
2
sn

2ξ]

= t
- 1Π2 [ c + 4 (1 - 2 m

2 )γk
2 + 12 m

2γk
2 cn2ξ] ,

(51)

其中

γ =
b
a
　　(γ = 常数) ,

ξ = k ( t
- 1Π4

y - 4 act
1Π4 ) 　( k , c 为常数) . (52)

当 m →1 时 , (51)式退化为类孤立波或孤子解

ν = t
- 1Π2

[ c + 8γk
2

- 12γk
2
tanh

2ξ]

= t
- 1Π2

[ c - 4γk
2

+ 12γk
2
sech

2ξ] . (53)

61结 论

本文把 Jacobi 椭圆函数展开法扩展并应用到含

变系数的非线性演化方程 ,得到新的解析解 (类椭圆

余弦波解) . 我们知道当 m →1 时 ,cnξ→sechξ,所以 ,

这些解析解在一定条件下可以退化为类孤子解.
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variable coefficient nonlinear equations 3
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Abstract

Jacobi elliptic function expansion method is extended and applied to construct the exact solutions of variable coefficient non2
linear wave equations , new solutions are obtained by this method.
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