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　　在 Lamé方程和新的 Lamé函数的基础上 ,应用小扰动方法和 Jacobi 椭圆函数展开法求解一类非线性演化方程

(如 mKdV 方程 ,非线性 Klein2Gordon 方程 Ⅱ等) ,获得多种新的多级准确解. 这些多级准确解对应着不同形式的周期

波解. 这些解在极限条件下可以退化为多种形式的孤立波解 ,如带状孤立子、钟形孤立子等.
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11引 言

寻找非线性演化方程的准确解在非线性问题中

占有很重要的地位. 同时 ,对这些解的稳定性的讨论

有助于了解这些相干结构的演化特性. 在文献[1 ,2 ]

中 ,Lamé函数[3 ] 、Jacobi 椭圆函数展开法[4 —7 ] 和小扰

动展开法[8 —10 ]被尝试应用于探讨这方面的问题 ,得

到了一些初步的结果. 事实上 ,以函数 y ( x) 表述的

Lamé方程[3 ]

d2
y

d x
2 + [λ - n ( n + 1) m

2
sn

2
x ] y = 0 (1)

有丰富的内容值得探讨 ,这里λ为本征值 , sn x 为

Jacobi 椭圆正弦函数[3 ,9 ]
, m 为模数 (0 < m < 1) ,而 n

通常为正整数. 在文献 [1 ,2 ]中 ,我们仅仅讨论了 n

= 3 和 n = 2 时 Lamé方程 (1) 部分解的情况 ,并把它

们应用到求解非线性演化方程解的稳定性 ,得到非

线性演化方程多级准确解中存在的不变性[2 ] . 在本

文中 ,从 Lamé方程 (1) 中将得到更多的 Lamé函数 ,

并把这些 Lamé函数应用到某些非线性演化方程的

求解中 ,可以得到更多的新的多级准确解 .

在这里 ,我们进一步考虑 n = 2 时 Lamé方程

(1) 的解. 我们知道 ,在λ= (1 + m
2 ) 和 n = 2 时 ,

Lamé方程 (1) 的解为 Lamé函数 cn xdn x
[1 ,2 ] ,为了讨

论方便 ,我们把它定义为

L
S
2 ( x) ≡cn xdn x . (2)

对应的方程为

d
2

L
S
2

d x
2 + [ (1 + m

2 ) - 6 m
2
sn

2
x ] L

S
2 = 0. (2′)

当 n = 2 时 ,Lamé方程 (1) 还存在两类显著的解 ,当

λ= (1 + 4 m
2 )时 ,解为 sn xdn x ,定义为

L
c
2 ( x) ≡sn xdn x . (3)

对应的方程为

d
2

L
c
2

d x
2 + [ (1 + 4 m

2 ) - 6 m
2 sn2

x ] L
c
2 = 0. (3′)

当λ= (4 + m
2 )时 ,解为 sn xcn x ,定义为

L
d
2 ( x) ≡sn xcn x . (4)

对应的方程为

d
2

L
d
2

d x
2 + [ (4 + m

2 ) - 6 m
2
sn

2
x ] L

d
2 = 0. (4′)

　　下面我们来说明这些解在求解某些非线性演化

方程中的应用.

21 对 mKdV 方程的应用

这里 mKdV 方程写作

9 u
9 t

+ αu
2 9 u

9 x
+β93

u
9 x

3 = 0. (5)

需要说明的是 , (5) 式中α和β是两个参数 ,当取不

同的值时方程描述的系统性质会有明显的不同. 当

然 ,在适当的自变量和因变量的变化下 ,方程可以简

化为只有一个控制参数的形式.
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设它的行波解为

u = u (ξ) ,

ξ = k ( x - ct) , (6)

其中 k 和 c 分别为波数和波速.

将 (6)式代入方程 (5) ,求得

βk
2 d3

u
dξ3 + αu

2 d u
dξ - c

d u
dξ = 0. (7)

上式对ξ积分一次 ,取积分常数为零 ,得到

βk
2 d

2
u

dξ2 +
α
3

u
3

- cu = 0. (8)

　　设

u = u0 +εu1 +ε2
u2 + ⋯, (9)

式中ε为小参数 (0 <εν 1) , u0 , u1 , u2 , ⋯分别代表

u 的零级、一级、二级等各级解. 对应的各级方程分

别为

　ε0
: 　βk

2 d
2

u0

dξ2 +
α
3

u
3
0 - cu0 = 0 , (10)

　ε1
: 　βk

2 d
2

u1

dξ2 + (αu
2
0 - c) u1 = 0 (11)

和

　ε2
: 　βk

2 d
2

u2

dξ2 + (αu
2
0 - c) u2 = - αu0 u

2
1 . (12)

　　对上述多级近似方程求解可以得到丰富的多级

准确解. 对于零级方程 (10) ,可以应用 Jacobi 椭圆函

数展开法[4 —7 ]求解. 若令

u0 = a0 + a1 snξ, (13)

代入方程 (10) ,定得

a0 = 0 ,

a1 = ± -
6β
αmk ,

c = - (1 + m
2 )βk

2
. (14)

因而 mKdV 方程 (5)的零级准确解为

u0 = ± -
6β
αmk snξ. (15)

这是零级基本方程的周期解 ,是非线性和频散作用

平衡的必然结果. 在 m →1 时 ,snξ→tanhξ,零级准

确解退化为

u0 = ± -
6β
α k tanhξ. (15a)

这是我们常见的孤立波解 ,一般称作冲击波解. 从

(15)和 (15a) 式看出 ,为了得到有意义的解 ,参数α

和β的符号必须相反. 不失一般性 ,取β> 0 ,则α<

0 ,这代表着排斥非线性作用 ,对应的模式在物理学

各分支中有着广泛的应用.

对于一级方程 (11) ,将 (15)式代入得到

d
2

u1

dξ2 + [ (1 + m
2 ) - 6 m

2 sn2ξ] u1 = 0. (16)

这正是 n = 2 ,λ= 1 + m
2 的 Lamé方程 (2′) . 因此

mKdV 方程 (5)的一级准确解为

u1 = AL
S
2 (ξ) = A cnξdnξ, (17)

式中 A 为任意常数. 这是另外一种形式的周期波

解. 在 m →1 时 ,cnξ→sechξ,dnξ→sechξ,一级准

确解退化为

u1 = A sech
2ξ. (17a)

这是钟形孤立波解 ,也称作脉冲孤立波解.

对于二级方程 (12) ,以 (17)式代入 ,得到

d2
u2

dξ2 + [ (1 + m
2 ) - 6 m

2
sn

2ξ] u2

= ± -
6α
β

mA
2

k
snξcn

2 ξdn
2 ξ (18)

或

d
2

u2

dξ2 + [ (1 + m
2 ) - 6 m

2
sn

2ξ] u2

= ± -
6α
β

mA
2

k
[ snξ - (1 + m

2 ) sn
3 ξ+ m

2
sn

5ξ] .

(19)

这是 n = 2 ,λ= 1 + m
2 的非齐次 Lamé方程 ,为了求

解它 ,设

u2 = b1 snξ+ b3 sn3 ξ. (20)

将 (20)式代入 (19)式 ,定得

b1 = º 1 + m
2

12 m
-

6α
β

A
2

k
,

b3 = ±1
6

-
6α
β

mA
2

k
. (21)

因此 ,mKdV 方程的二级准确解为

u2 = º -
α
6β

(1 + m
2 ) A

2

2 mk
snξ 1 -

2 m
2

1 + m
2 sn

2ξ .

(22)

当 m →1 时 ,二级准确解退化为

u2 = º -
α
6β

A
2

k
tanhξsech2 ξ. (22a)

这是一种新型的孤立波解.

事实上 ,我们还可以求得更多的多级准确解. 对

零级方程 (10) ,若令

u0 = a0 + a1 cnξ, (23)

代入方程 (10) ,定得 mKdV 方程 (5)的零级准确解为

u0 = ± 6β
αmk cnξ. (24)
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这是另外一种周期波解. 当 m →1 时 ,零级准确解为

u0 = ± 6β
α k sechξ. (24a)

这是钟形孤立波解. 从 (24) 和 (24a) 式看出 ,为了得

到有意义的解 ,参数α和β的符号必须相同. 不失一

般性 ,取β> 0 ,则α> 0 ,这代表着吸引非线性作用 ,

对应的模式在物理学各分支中同样有着广泛的应

用.这与 (15) 和 (15a) 式的解具有明显不同的性质 ,

特别是在边界上.

对于一级方程 (11) ,将 (24)式代入得到

d
2

u1

dξ2 + [ (1 + 4 m
2 ) - 6 m

2
sn

2ξ] u1 = 0. (25)

这正是 n = 2 ,λ= 1 + 4 m
2 的 Lamé方程 (3′) . 因此

mKdV 方程 (5)的一级准确解为

u1 = AL
c
2 (ξ) = A snξdnξ, (26)

式中 A 为任意常数. 当 m →1 时 ,一级准确解为

u1 = A tanhξsechξ. (26a)

这也是一种孤立波解 ,一般称作带状孤立波解.

对于二级方程 (12) ,以 (26)式代入 ,得到

d2
u2

dξ2 + [ (1 + 4 m
2 ) - 6 m

2
sn

2ξ] u2

= º 6α
β

mA
2

k
cnξsn

2 ξdn
2 ξ. (27)

这是 n = 2 ,λ= 1 + 4 m
2 的非齐次 Lamé方程 ,为了求

解它 ,设

u2 = b1 cnξ+ b3 cn
3 ξ. (28)

将 (28) 式代入 (27) 式 ,定得 mKdV 方程的二级准确

解为

u2 = ±
α
6β

(2 m
2

- 1) A
2

2 mk
cnξ 1 -

2 m
2

2 m
2 - 1

cn2 ξ .

(29)

当 m →1 时 ,二级准确解为

u2 = ±
α
6β

A
2

2 k
sechξ[1 - 2 sech

2 ξ] . (29a)

这也是一种新型的孤立波解.

很明显 ,上面得到的是一类新的多级准确解. 若

令

u0 = a0 + a1 dnξ, (30)

可以得到另一类新的多级准确解. 将 (30) 式代入方

程 (10) ,定得 mKdV 方程 (5)的零级准确解为

u0 = ± 6β
α k dnξ. (31)

　　对于一级方程 (11) ,将 (31)式代入得到

d2
u1

dξ2 + [ (4 + m
2 ) - 6 m

2 sn2ξ] u1 = 0. (32)

这正是 n = 2 ,λ= 4 + m
2 的 Lamé方程 (4′) . 因此

mKdV 方程 (5)的一级准确解为

u1 = AL
d
2 (ξ) = A snξcnξ, (33)

式中 A 为任意常数.

对于二级方程 (12) ,以 (33)式代入 ,得到

d
2

u2

dξ2 + [ (4 + m
2 ) - 6 m

2
sn

2ξ] u2

= º 6α
β

A
2

k
dnξcn

2 ξsn
2 ξ. (34)

这是 n = 2 ,λ= 4 + m
2 的非齐次 Lamé方程 ,为此 ,设

u2 = b1 dnξ+ b3 dn3 ξ. (35)

将 (35) 式代入 (34) 式 ,定得 mKdV 方程的二级准确

解为

u2 = ±
α
6β

(2 - m
2 ) A

2

2 m
4

k
dnξ 1 -

2
2 - m

2 dn
2ξ .

(36)

当 m →1 时 ,各级近似解分别退化为 (24a) , (26a) 和

(29a)三种形式的孤立波解 .

31 对非线性 Klein2Gordon 方程 ( Ⅱ) 的
求解

　　这里非线性 Klein2Gordon 方程 ( Ⅱ)的形式为

92
u

9 t
2 - c

2
0

92
u

9 x
2 +αu - βu

3 = 0. (37)

将 (6)式代入方程 (37) ,求得

k
2 ( c

2
- c

2
0 ) d

2
u

dξ2 +αu - βu
3

= 0. (38)

将 (9)式代入方程 (38) ,求得它的零级、一级和二级

方程分别为

　ε0 : 　k
2 ( c

2 - c
2
0 )

d
2

u0

dξ2 - βu
3
0 + αu0 = 0 , (39)

　ε1
: 　k

2 ( c
2

- c
2
0 )

d2
u1

dξ2 + (α - 3βu
2
0 ) u1 = 0 (40)

和

　ε2 :　　k
2 ( c

2 - c
2
0)

d2
u2

dξ2 + (α - 3βu
2
0) u2 = 3βu0 u

2
1 .

(41)

　　对于零级方程 (39) ,应用 (13)式 ,很容易求得

u0 = ±
2 ( c

2
- c

2
0 )

β mk snξ,

k
2 =

α
(1 + m

2 ) ( c
2 - c

2
0 ) . (42)
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这就是非线性 Klein2Gordon 方程 (37)的零级准确解.

将 (42)式代入一级方程 (40) ,得到

d2
u1

dξ2 + [ (1 + m
2 ) - 6 m

2
sn

2ξ] u1 = 0. (43)

这正是 n = 2 ,λ= 1 + m
2 的 Lamé方程 (2′) ,因此

u1 = AL
S
2 (ξ) = A cnξdnξ, (44)

式中 A 为任意常数. 这就是非线性 Klein2Gordon 方

程 (37)的一级准确解.

将 (44)式代入 (41)式 ,求得二级方程为

d
2

u2

dξ2 + [ (1 + m
2 ) - 6 m

2
sn

2ξ] u2

= ±3
2β

( c
2 - c

2
0 )

mA
2

k
snξcn2 ξdn2 ξ. (45)

　　将 (20)式代入 (45)式 ,定得

u2 = º 1 + m
2

2 mk
β

2 ( c
2

- c
2
0 )

A
2 snξ

× 1 -
2 m

2

1 + m
2 sn

2ξ . (46)

　　类似地 ,我们可以得到其他两类的多级准确解.

当λ= 1 + 4 m
2 时 ,零级准确解为

u0 = ± -
2 ( c

2
- c

2
0 )

β mk cnξ. (47)

一级准确解为

u1 = AL
c
2 (ξ) = A snξdnξ. (48)

二级准确解为

u2 = ±2 m
2 - 1

2 mk
-

β
2 ( c

2
- c

2
0 )

A
2
cnξ

× 1 -
2 m

2

2 m
2 - 1

cn
2ξ . (49)

　　当λ= 4 + m
2 时 ,零级准确解为

u0 = ± -
2 ( c

2
- c

2
0 )

β k dnξ. (50)

一级准确解为

u1 = AL
d
2 (ξ) = A snξcnξ. (51)

二级准确解为

u2 = ±2 - m
2

2 m
4

k
-

β
2 ( c

2 - c
2
0 )

A
2 dnξ

× 1 -
2

2 - m
2 dn

2ξ . (52)

　　关于方程中控制参数对方程和解的性质影响与

讨论 mKdV 方程类似 ,同样 ,各级准确解的退化也可

以类似得到 ,这里就不再给出详细结果.

41结 论

在本文中 ,我们把 Jacobi 椭圆函数和多种 Lamé

函数应用求解某些非线性演化方程 ,得到这类非线

性演化方程的多种多级准确解 ,同时得到了各种形

式的孤立波解. 当然 ,这里的方法也可以应用到更多

的非线性演化方程或方程组. 这种方法对其他方法

(如齐次平衡法[11 —13 ] 、双曲正切函数展开法[14 ] 、非线

性变换法[15 ,16 ] 、试探函数法[17 ,18 ] 和 sine2cosine 方

法[19 ]等)求得的非线性演化方程的孤立波解、冲击

波解[11 —28 ]和椭圆函数解[4 —7 ,29 —31 ]的稳定性问题是否

适用还需要作进一步探讨.
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Abstract

Based on the Laméequation and new Laméfunctions , the perturbation method and Jacobi elliptic function expansion method

are applied to get the multi2order exact solutions of a kind of nonlinear evolution equations (such as mKdV equation , nonlinear

Klein2Gordon equation Ⅱetc. ) , where some more new multi2order exact solutions are found among different nonlinear evolution

equations. These multi2order exact solutions correspond to different periodic solutions , which can degenerate into different solit2
ary wave solutions , such as band2soliton , bell2shaped solitary wave , etc.

Keywords: Laméfunction , Jacobi elliptic function , nonlinear evolution equation , multi2order exact solution , perturbation

method
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