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摘 　要 　在牛顿第二运动定律的基础上 ,在垂直方向的运动方程中加入了扰动降水量一项 ,并讨

论了加入这一项的合理性和物理意义。重点考虑了在降水条件下台风的运动特征 ,同时求得了三

维定常流场中的水平速度 ,其中的三维流场构成了物理空间的一个非线性自治动力系统。研究表

明 :根据台风运动的定常解 ,台风的下层中心是低气压且是正垂直涡度 (气旋式涡度) 和水平辐合 ,

上层中心是高气压 (反气旋式涡度)和水平辐散。根据台风自治动力系统所获得的两个鞍2焦点很

好地说明了台风的螺旋斑图 ,下层空气螺旋向内 ,引起台风中心附近的上升运动 ,上层空气螺旋向

外引起台风外围的下沉运动 ,这些都与实际台风结构相似。文中阐明 :在考虑降水量的影响后 ,台

风仍然具有螺旋斑图的特征。
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0 　引　言

众所周知 ,台风是一类在低纬度海洋上空形成的中尺度大气涡旋。人们早已从各种观测

中知道其三维结构 :台风除存在台风眼外 ,其下层中心是低气压且是气旋环流和水平辐合 ,上

层中心是高气压且是反气旋环流和水平辐散。而且台风中心是暖性的 ,它存在螺旋结构[1 ] 。

巢纪平和叶笃正[2 ]
,刘式适和杨大升[3 ]分别讨论过行星波和台风的螺旋结构 ,他们看重从波的

传播角度去分析螺旋图样。单独考虑黏性 ,从自治动力系统平衡点的性质去分析 ,没有黏性就

没有螺旋式的涡旋。Burgers
[4 ,5 ] 和 Sullivan

[6 ] 尽管考虑了黏性分别得到了单胞涡 (one2cell

vortex)和双胞涡 (two2cell vortex) ,但由于没有考虑地球旋转 ,而且做了很多假定 ,因而这两种涡

旋与台风涡旋相差甚远。刘式适等[7 ,8 ]考虑了旋转和黏性 ,运用自治动力系统理论 ,得到了台

风的螺旋斑图。

本文在降水存在的条件下 ,参考 Emanuel
[9 ] 文章中的思想 ,考虑气压梯度力、黏性力及

Coriolis 力影响下的台风运动 ,着重分析在定常情况下台风的螺旋斑图。这里 ,重点分析的是

台风的结构和螺旋斑图 ,没有分析台风的演变 ,所以 ,应用了定常条件 ,因为在无降水时 ,人们

通常认为台风存在螺旋结构 , 但有了降水将如何呢 ? 这就是本文的主要目的。
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1 　基本方程组

应用局地直角坐标系 ( x , y , z) ,在 Boussinesq 近似的条件下 ,描述台风的运动方程 ,连续性

方程和热力学方程可以写为

9 u
9 t

- f 0 v = -
1
ρ0

9 p′
9 x

- μu , (1. 1a)

9 v
9 t

+ f 0 u = -
1
ρ0

9 p′
9 y

- μv , (1. 1b)

9 w
9 t

= -
1
ρ0

9 p′
9 z

+ g
θ′
θ0

- μw - gm , (1. 1c)

9 u
9 x

+
9 v
9 y

+
9 w
9 z

= 0 , (1. 1d)

9
9 t

g
θ′
θ0

+ N
2
mw = - μ g

θ′
θ0

, (1. 1e)

9
9 t

- v0
9
9 z

m = Aw。 (1. 1f)

其中台风中的空气速度为 ( u , v , w) , 静态空气的压强、密度和位温为 p0 、ρ0 和θ0 ,相应的压

强、密度和位温的偏差分别是 p′、ρ′和θ′。考虑 Rayleigh 摩擦和 Newton 冷却 ,并且认为 Rayleigh

摩擦系数和 Newton 冷却系数相等 (同为 μ) 。设黏性力为 ( - μu , - μv , - μw ) ,热传导为

- μgθ′Πθ0 ( g 为重力加速度) 。Nm 为饱和湿空气的层结稳定度参数 ,即湿频 Brunt2V¾is¾l¾频

率 ,且N
2
m < 0。在 (111a)式和 (1. 1b)式中 , f 0 为 Coriolis 参数。在 (111c) 和 (111f) 式中 , m 为无量

纲的降水量 , v0 为降雨的速度 (设为常数 ,规定向下为正) , A 为垂直单位位移产生的凝结水总

量。v0 和 A 只有在降水现象发生时才存在 ,且其满足必要条件 w > 0 , A～m - 1 ,为了显示降水

量对空气运动起着拖曳作用 ,因此 ,形式上将这一项写为 - gm ,与 Archimede 浮力项 gθ′Πθ形

式相同 ,这样 m 就成为无量纲的降水量。

由于台风是一个强烈的对流涡旋并伴有大量的降水 ,所以必须考虑它在垂直方向的影响 ,

在 (111c)式右端第二项为 gθ′Πθ0 为不考虑降水时的净 Archimede 浮力。当运动的空气位温大

于环境空气位温时 ,θ′> 0 ,净 Archimede 浮力为正 ,垂直方向空气加速 ,促使运动空气继续上

升。当运动的空气位温小于环境空气位温时θ′< 0 ,净 Archimede 浮力为负 ,垂直方向空气减

速 ,促使运动空气下沉。台风的对流降水 ,是由于台风空气在上升过程中 ,水汽饱和凝结形成

水滴或冻结水而降落到地面。这就相当于空气在垂直方向上受到一个因降水而形成的负的净

Archimede 浮力的作用 ,这就形成了 (111c)式中右端的 - gm 项 ,它对垂直运动的空气起一个拖

曳或阻尼的作用。事实上 ,饱和上升凝结的水滴或冻结水在汽化或融化的过程中也可产生类

似的作用 ,但毕竟比凝结水的拖曳作用要小 ,Emanuel 在 1994 年就曾经引入这种模型。

在 (111f)式中 ,关于云的微物理过程作了一个相当严密的假设 :在上升的过程中饱和水汽

凝结的雨滴 ,都会全部地以一个固定速度 v0 下落到地面。这样 ,在水滴降落的过程中 ,单位时

间形成的凝结水总量就等同于降水量的变化。因为 A 为单位垂直位移产生的凝结水总量 ,而

w 为单位时间所走的垂直位移 ,则 Aw 就表征单位时间产生的凝结水总量 ,也就是降水量随时

间的变化 ,这也是 Emanuel 曾经建立的另一种模型。也正是因为这样 ,所以 m 实质上是对流
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云凝结高度 hc 以上所凝结的水量。设台风的厚度为 H ,则 m 存在要求 hc < z < H ,而且一般是

H - hc < H - z ν H , ( z > hc ) 。

由方程组 (1. 1)消元有

9
9 t

- v0
9
9 z

9
9 t

+ μ
2

+ N
2
m

Δ2
hw +

9
9 t

+ μ
2

+ f
2
0

92
w

9 z
2 = - gA

9
9 t

+ μ Δ2
hw ,

(1. 2)

其中

Δ2
h ≡

92

9 x
2 +

92

9 y
2 (1. 3)

为水平 Laplace 算子。引进垂直涡度分量ζ和水平散度 D ,

ζ =
9 v
9 x

-
9 u
9 y

, 　D =
9 u
9 x

+
9 v
9 y

, (1. 4)

并把方程 (1. 1a)和 (1. 1b)化为涡度方程和散度方程 ,则方程组 (1. 1)化为

9
9 t

+ μζ + f 0 D = 0 , (1. 5a)

9
9 t

+ μ D - f 0ζ = -
1
ρ0

Δ2
h p′, (1. 5b)

9
9 t

+ μ w = -
1
ρ0

9 p′
9 z

+ g
θ′
θ0

- gm , (1. 5c)

D +
9 w
9 z

= 0 , (1. 5d)

9
9 t

+ μ g
θ′
θ0

+ N
2
mw = 0 , (1. 5e)

9
9 t

- v0
9
9 z

m = Aw。 (1. 5f)

2 　稳定性分析和降水

(1. 2)式只包含一个未知数 w ,但包含单位垂直位移的凝结水总量 A ,这样可以求频散关

系并作定性分析。为此 ,令 :

w = w0 e
i ( kx + ly + nz - ωt)

, (2. 1)

其中 k , l , n 分别为 x , y , z 方向上的波数 ,ω为圆频率。

将 (211)式代入 (112)式 ,可以得到频散关系为

(ω + nv0 ) [ - K
2 ( - iω + μ) 2 - ( K

2
hN

2
m + n

2
f

2
0 ) ] = i gA ( - iω + μ) K

2
h (2. 2)

其中

K
2
h = k

2 + l
2 , 　K

2 = K
2
h + n

2 。 (2. 3)

　　若不考虑黏性和热传导 (它肯定使波衰减) ,又不考虑降水速度 ,这时频散关系 (212) 可

化为

ω2
=

K
2
hN

2
m + n

2
f

2
0 + gA K

2
h

K
2 。 (2. 4)

　　由 (2. 4)式可知 ,若无凝结水 ,即 A = 0 ,则

097

　北 京 大 学 学 报 (自 然 科 学 版) 第 40 卷 　

© 1995-2004 Tsinghua Tongfang Optical Disc Co., Ltd.   All rights reserved.



ω2 =
K

2
hN

2
m + n

2
f

2
0

K
2 。 (2. 5)

这就是一般惯性重力内波的频散关系。这意味着惯性重力内波的不稳定是形成降水的重要原

因。无降水时 ,频散关系为 (215) 式 ,由于水汽的作用 ,只要存在层结不稳定 ( N
2
m < 0) 和

K
2
hN

2
m + n

2
f

2
0 < 0 , 就可以出现不稳定 ,一旦有了降水 ,频散关系可变为 (214)式 ,此时的分子数

值将增加 ,因此ω2 是负值的可能性减小 ,这是因为由于水汽凝结成的水滴降落 ,使湿不稳定

出现的可能性也减小 ,重力惯性内波恢复稳定 ,物理上也认为台风的发展与台风强的湿对流 ,

即重力惯性波的不稳定有关。

3 　本征值问题和定常解

为了考察在有降水时台风的结构 ,考虑定常情况 (9Π9 t = 0) ,并设

ζ, D , w ,
p′
ρ0

,
θ′
θ0

, m = [ζ( z) , D ( z) , w ( z) , p ( z) ,θ( z) , m ( z) ]cos kxcos ly , (3. 1)

其中 k 和 l 分别是 x 和 y 方向上的波数。此外 ,在 (115f) 式中 ,把 9 m
9 z

近似地取为台风整个垂

直范围内的平均值。因台风的厚度为 H ,则 9 m
9 z

≈ 0 - m
H - z

≈ -
m
H

= - αm , α =
1
H

, 这样

(311)式代入 (115)式得到

μζ+ f 0 D = 0 , (3. 2a)

μD - f 0ζ = K
2
h p , (3. 2b)

μw = -
d p
d z

+ gθ - gm , (3. 2c)

D +
dw
d z

= 0 , (3. 2d)

μgθ+ N
2
mw = 0 , (3. 2e)

αv0 m = Aw。 (3. 2f)

　　方程组 (312)消元有

d2
w

d z
2 + n

2
w = 0 , (3. 3)

其中

n
2

=
- K

2
h [αv0 ( - μ2

+ N
2
m ) + μgA ]

μαv0 f 0 (μ + f 0 ) , 　(μgA < αv0 ( - N
2
m + μ2 ) ) 。 (3. 4)

　　因台风的厚度为 H ,则 w 所满足的边界条件可以写为

w z = 0 = 0 , 　w z = H = 0。 (3. 5 )

方程 (313)式和边界条件 (315)式构成了一个本征值问题 ,其本征函数可以写为

w ( z) = w0 sin nz , 　 n =
π
H

, w0 > 0 。 (3. 6)

　　将 (316)式代入方程组 (311)求解得到
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D ( z) = - nw0 cos nz , (3. 7)

ζ( z) = -
f 0

μD ( z) =
f 0 n
μ w0 cos nz , (3. 8)

p ( z) =
μ2

+ f
2
0

μK
2
h

- D ( z) = -
n

μK
2
h

(μ2
+ f

2
0 ) w0 cos nz , (3. 9)

θ( z) = -
N

2
m

μg
w ( z) = -

N
2
m

μg
w0 sin nz , (3. 10)

m ( z) =
A

αv0
w ( z) =

A
αv0

w0 sin nz。 (3. 11)

其中 , hc < z < H ,由此可见ζ( z) 与 D ( z) 反号 , p ( z) 与 D ( z) 同号 ,θ( z) 与 w ( z) 反号 , m ( z)

与 w ( z) 同号 , 上式清楚地表明了各项之间的相互关系。

将 (316) —(3111)式分别代入 (311)式 ,可求得

w = w0 cos kxcos lysin nz , (3. 12a)

D = - nw0 cos kxcos lycos nz , (3. 12b)

ζ =
f 0

μw0 cos kxcos lycos nz , (3. 12c)

p′
ρ0

= -
n

μK
2
h

( v
2

+ f
2
0 ) w0 cos kxcos lycos nz , (3. 12d)

θ′
θ0

= -
N

2
m

μg
w0 cos kxcos lysin nz , (3. 12e)

m =
A

αv0
w0 cos kxcos lysin nz , (3. 12f)

同样 ,各式中 , hc < z < H。

由 (3112)式看到 :若取 ( x , y) = (0 ,0) 为台风中心 ,则在 0 < z < H ,0 < nz <π, - π≤( kx ,

ny) ≤π的范围内 ,台风中心有最强的上升运动 w0 和最强的降水 ;而在台风外围 ( kx , ny) =

( ±π,0)和 ( kx , ny) = (0 , ±π)有最强的下沉运动 - w0 ,又因为 A 只有在 w > 0 时才存在 ,所以

这时不存在降水。在 0 < z < H ,0 < nz <π的范围内的台风中心附近 ,下层 (0 < z < HΠ2) 有

D < 0 (水平辐合) ,ζ> 0 (气旋式涡度) , ( p′Πρ0 ) < 0 (低气压) , (θ′Πθ0 ) > 0 (高位温) ;上层 ( HΠ2 <

z < H , HΠ2 < nz <π)有 D > 0 (水平辐散) ,ζ< 0 (反气旋式涡度) , ( p′Πρ0 ) > 0 (高气压) , (θ′Πθ0 )

> 0 (高位温) 。这些都和台风的实际状况相一致 ,它充分说明 ,要获得台风的螺旋结构 ,必须考

虑地球的旋转和大气的黏性。

根据涡度和散度还可求得水平速度 ,为此 ,引入流函数ψ和速度势 < ,则有

u =
9 <
9 x

-
9ψ
9 y

, 　v =
9 <
9 y

+
9ψ
9 x

。 (3. 13)

将 (3. 13)式代入 (1. 4)式有

ζ = Δ2
hψ, 　D = Δ2

h <。 (3. 14)

　　与 (3. 1)式类似 ,令

( < ,ψ) = [ <( z) ,ψ( z) ]cos kxcos ly , (3. 15)
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代入 (3. 13)式 ,并利用 (317)和 (318)两式 ,求得

<( z) = -
1
K

2
h

D =
1
K

2
h

nw0 cos nz , (3. 16a)

ψ( z) = -
1
K

2
h

ζ = -
f 0 n

μK
2
h

w0 cos nz。 (3. 16b)

由此可见 , <( z) 与 D ( z) 反号 ,ψ( z) 与ζ( z) 反号。把 (3116)式代入 (3115)式 ,求得

<( z) =
1
K

2
h

nw0 cos kxcos lycos nz , (3. 17a)

ψ( z) = -
f 0 n

μK
2
h

w0 cos kxcos lycos nz。 (3. 17b)

　　把 (3117)式代入 (3115)式 ,最后求得水平流场为

u = -
f 0 ln

μK
2
h

cos kxsin ly -
kn
K

2
h

sin kxcos ly w0 cos nz , (3. 18a)

v = -
ln
K

2
h

cos kxsin ly +
f 0 kn

μK
2
h

sin kxcos ly w0 cos nz。 (3. 18b)

4 　非线性动力系统和螺旋斑图

在物理空间 ( x , y , z)中 ,速度场的 3 个分量 u、v、w 分别就是 x、y、z 对时间 t 的个别微商

Ûx =
d x
d t

、Ûy =
d y
d t

、Ûz =
d z
d t

,因而 (3118)式和 (3112a)式就构成如下的三维非线性自治动力系统 :

Ûx = -
n

K
2
h

w0
f 0 l
μ cos kxsin ly + ksin kxcos ly cos nz , (4. 1a)

Ûy = -
n

K
2
h

w0 lcos kxsin ly -
f 0 k
μ sin kxcos ly cos nz , (4. 1b)

Ûz = w0 cos kxcos lysin nz。 (4. 1c)

　　方程组 (411)式是非线性的 ,令其右端为零 ,可以求得它的很多平衡态。为了简述台风的

三维结构 ,可以考虑代表台风中心下层状况和上层状况的两个平衡态

P : ( x , y , z) = (0 ,0 ,0) , 　Q : ( x , y , z) = (0 ,0 , H) 。 (4. 2)

在 P 点和 Q 点 ,动力系统的特征方程分别是 :

P : (λ - nw0 ) λ+
nw0

2

2

+
n

2
w

2
0

K
4
h

k
2

l
2

f
2
0

μ2 -
k

2
- l

2

2

2

= 0 , (4. 3a)

Q : (λ + nw0 ) λ -
nw0

2

2

+
n

2
w

2
0

K
4
h

k
2

l
2

f
2
0

μ2 -
k

2
- l

2

2

2

= 0。 (4. 3b)

相应的特征根为

P : λ1 = nw0 , λ2 ,3 = -
nw0

2
±

nw0

K
2
h

k
2

l
2

f
2
0

μ2 -
k

2
- l

2

2

2 1
2

i , (4. 4a)

Q : λ1 = - nw0 , λ2 ,3 =
nw0

2
±

nw0

K
2
h

k
2

l
2

f
2
0

μ2 -
k

2
- l

2

2

2 1
2

i 。 (4. 4b)
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显然 ,当 k
2

= l
2 时 (它表示在水平波数平面 ( k , l)中 ,通过原点的夹角为 45°的两条直线为等位

相线) , (414)式所列出的特征根各为一实根和二共轭复根。它表明 :此时的平衡点 P 和 Q 都

是鞍2焦 (saddle2focus)点。因而在台风的下层空气螺旋向内引起台风中心附近的上升运动 ,而

台风的上层空气则螺旋向外 ,与台风外围的下沉运动相配合。

事实上 ,在 0 < z < H 的范围内 ,下层 (0 < z < HΠ2) 的任意高度 z = z1 ,根据 (411) 式的

前两式 ,在 ( x , y) = (0 ,0) 点附近近似有

Ûx = -
na1

K
2
h

w0
f 0 l

2

μ y + k
2

x , 　Ûy = -
na1

K
2
h

w0 l
2

y -
f 0 k

2

μ x 。 (4. 5)

其中 a1 = cos nz1 > 0。类似 ,在上层 ( HΠ2 < z < H) 的任意高度 z = z2 , 近似有

Ûx = -
na2

K
2
h

w0
f 0 l

2

μ y + k
2

x , 　Ûy = -
na2

K
2
h

w0 l
2

y -
f 0 k

2

μ x 。 (4. 6)

其中 a2 = cos nz2 < 0。以上 (415)式和 (416)式分别表征台风中心附近下层和上层水平流场。

引入平面极坐标 ( r ,θ) ,有

x = rcosθ, 　y = rsinθ, (4. 7a)

rÛr = xÛx + yÛy , 　r
2 Ûθ = xÛy - yÛx , (4. 7b)

则 (415)式和 (416)式 ,可分别化为

rÛr = -
na1

K
2
h

w0 ( k
2

x
2

+ l
2

y
2 ) -

f 0

μ( k
2

- l
2 ) xy , (4. 8a)

r
2 Ûθ =

na1

K
2
h

w0

f 0

μ ( k
2

x
2 + l

2
y

2 ) + ( k
2 - l

2 ) xy , (4. 8b)

rÛr = -
na2

K
2
h

w0 ( k
2

x
2

+ l
2

y
2 ) -

f 0

μ( k
2

- l
2 ) xy , (4. 9a)

r
2 Ûθ =

na2

K
2
h

w0

f 0

μ ( k
2

x
2 + l

2
y

2 ) + ( k
2 - l

2 ) xy 。 (4. 9b)

在 k
2 = l

2 的条件下 , (4. 8)式和 (4. 9)式分别化为 (4110)和 (4111)

rÛr = -
na1

2
w0 r

2 , 　r
2 Ûθ =

na1 f 0

2μ w0 r
2 , (4. 10)

rÛr = -
na2

2
w0 r

2 , 　r
2 Ûθ =

na2 f 0

2μ w0 r
2 。 (4. 11)

　　注意到 a1 > 0 , a2 < 0 ,则由 (4110)式和 (4111)式看到 :在台风下层中心附近 Ûr < 0 ,Ûθ> 0 ;上

层中心附近 Ûr > 0 ,Ûθ< 0。因而台风下层空气逆时针旋转向内 ,上层空气顺时针旋转向外。

(4110)式的两式相除和 (4111)式的两式相除都可得到

d r
rdθ = -

μ
f 0

, (4. 12)

对上式进行积分 ,得到

r = Ce
-
μ
f
0
θ
。 (4. 13)

上式中 C 为积分常数 ,可以看到 (4113)式表征的是一类对数螺线。

台风的主要波动是惯性重力内波。固定时刻 ,在 z = 常数的平面上 ,等位相线是
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Kh r + mθ = 常数 , (4. 14)

显然它表征螺旋线 , m 称为螺旋线的臂数。因 Kh > 0 , m > 0 ,因而θ随 r 的增加而减小 ,它称

为曳式 (trailing)螺旋线。这与上式的分析相一致 ,也和台风的实际状况相符。图 1a 和 1b 分别

给出了 m = 2 和 m = 4 时 ,下层台风的螺旋图样 ,横坐标为 x ,纵坐标为 y ,是 - xy 平面图 ,它也

是一个平面极坐标 ( r ,θ) ,图中的曲线为等位相线 r 随θ的变化 ,图 2 给出的是台风的三维螺

旋斑图 ,实线表示台风中空气质点的运动轨迹。

图 1 　台风下层的螺旋图样

Fig. 1 　Spiral pattern for Typhoon in low level

图 2 　台风的三维螺旋斑图

Fig. 2 　32D spiral pattern for Typhoon

5 　结　论

台风的三维场在三维空间中形成一个非线性自治动力系统 ,在降水存在的条件下 ,对该系

统的定性和定量分析都表明台风具有螺旋结构。在水平面上 ,它是曳式螺旋图样 ,在北半球下

层螺旋向内 ,上层螺旋向外。再与台风中心附近的上升运动配合就形成台风的三维螺旋斑图。

分析表明 :在考虑黏性和旋转的情况下 ,考虑降水和 Coriolis 力的影响 ,在满足 N
2
m < 0 的情况

下 ,同样得到了台风的螺旋斑图。由于非线性的作用 ,使得大气运动更加丰富多彩 ,相对于台

风而言 ,它具有了更加完美的螺旋斑图结构 ,这几乎是非线性科学的一个重要特征。

本文还分析了台风的温度场、气压场、涡度场和散度场 ,在定性上它们都与实际一致。
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The Steady Motion and Spiral Pattern in

Typhoon with Condensed Water

CHI Dongyan 　LIU Shikuo 　 FU Zuntao

( School of physics , Peking University , Beijing , 100871)

Abstract 　On the basis of Newton’s second motion law , the perturbation2condensed water is added to the motion

equation in vertical direction , and then the rationality and physical meaning for this addition are discussed. In this

paper , the focus is laid on the analysis for characteristics of typhoon , at the same time , the steady three2
dimensional stream field and the corresponding pressure and temperature fields are obtained. The three2
dimensional velocity fields construct a nonlinear autonomous system in the physical space. It is shown that the

center of typhoon is a local minimum pressure with positive vertical vorticity and horizontal divergence in the upper

levels. Because there are two saddle2focus points in the autonomous system , there exist the spiral patterns , in

which the winds blow spirally in and out of the center in the lower and upper levels in the Northern Hemisphere ,

which causes the ascending motion near the center and descending motion near the edge , respectively. All these

are consistent with the observations. It implies that the typhoons still have the spiral structure characteristics even

the condensed water is included.

Key words 　Typhoon ; steady motion ; condensed water ; spiral pattern
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