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大气三圈环流的动力系统模型

刘式达，付遵涛，刘式适
北京大学物理学院大气与海洋科学系，气候与海气实验室，北京　１００８７１

摘要　定常情况下，本文利用球坐标系 （λ，φ，狉）的动力、热力学方程导出三维速度场（狏λ，狏φ，狏狉）的动力系统．这种

包括摩擦力和热传导的不可压缩大气运动的动力系统，无论从定性上还是从定量上都能描述由赤道和极地间的加

热不均匀造成的三圈环流．定性上表明，在北半球经向速度狏φ 和纬向速度狏λ 同符号，地表刮北风 （狏φ ＜０）和刮东

风（狏λ＜０）相对应，刮南风 （狏φ ＞０）和刮西风（狏λ＞０）相对应．在南半球，经向速度狏φ 和纬向速度狏λ 符号相反，刮北

风 （狏φ ＜０）和刮西风（狏λ＞０）相对应，刮南风 （狏φ ＞０）和刮东风（狏λ＜０）相对应．定量分析表明球面上的压力场狆

可以用球调和函数狆
犿
犾
（ｓｉｎφ）ｃｏｓ犿λ来表达．当取犾＝６，犿＝０时即可导出三圈环流．在经圈剖面 （φ，狉）上，地表的

φ１＝±５６°和φ２＝±２８°左右，以及赤道是速度场的奇点，它们都是鞍点，说明在副热带是下沉运动，在中纬度是上升

运动，这正是三圈环流中的Ｆｅｒｒｅｌ环流的特征．这样经向速度狏φ 和纬向速度狏λ 相联系，经向速度狏φ 又和垂直速度

相联系，那么三圈环流的三维速度场就构成了一个整体．
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ｅａｓｔｅｒｌｙ（狏λ＜０）ｏｖｅｒｔｈｅｓｕｒｆａｃｅｏｆｔｈｅＥａｒｔｈ，ｏｒｓｏｕｔｈｅｒｌｙ（狏φ ＞０）ａｎｄｗｅｓｔｅｒｌｙ（狏λ＞０）．

Ｈｏｗｅｖｅｒ，ｔｈｅｍｅｒｉｄｉｏｎａｌｖｅｌｏｃｉｔｙ狏φａｎｄｚｏｎａｌｖｅｌｏｃｉｔｙ狏λｔａｋｅｔｈｅｏｐｐｏｓｉｔｅｓｉｇｎｓｏｖｅｒｔｈｅｓｏｕｔｈ

ｈｅｍｉｓｐｈｅｒｅ，ｔｈｅｗｉｎｄｂｌｏｗｓｎｏｒｔｈｅｒｌｙ（狏φ ＜０）ａｎｄｗｅｓｔｅｒｌｙ（狏λ＞０）ｏｖｅｒｔｈｅｓｕｒｆａｃｅｏｆｔｈｅ

Ｅａｒｔｈ，ｏｒｓｏｕｔｈｅｒｌｙ（狏φ＞０）ａｎｄｅａｓｔｅｒｌｙ（狏λ＜０）．Ｑｕａｎｔｉｔａｔｉｖｅａｎａｌｙｓｉｓｓｈｏｗｓｔｈａｔｔｈｅｐｒｅｓｓｕｒｅ

ｆｉｅｌｄ狆ｏｖｅｒｔｈｅｓｐｈｅｒｅｓｕｒｆａｃｅｃａｎｂｅｒｅｐｒｅｓｅｎｔｅｄｂｙｔｈｅｓｐｈｅｒｉｃａｌｈａｒｍｏｎｉｃｆｕｎｃｔｉｏｎ狆
犿

犾
（ｓｉｎφ）ｃｏｓ犿λ．
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ｓｅｃｔｉｏｎ（φ，狉），ｎｅａｒφ１＝±５６°，φ２＝±２８°ａｎｄｅｑｕａｔｏｒｏｖｅｒｔｈｅｓｕｒｆａｃｅａｒｅｓｉｎｇｕｌａｒｐｏｉｎｔｓｏｆ

ｖｅｌｏｃｉｔｙｆｉｅｌｄｓ．Ｔｈｅｙａｒｅａｌｌｓａｄｄｌｅｐｏｉｎｔｓ，ｗｈｉｃｈｉｎｄｉｃａｔｅｓｔｈａｔｔｈｅｒｅａｒｅａｉｒｄｅｓｃｅｎｄｉｎｇｉｎｔｈｅ

ｓｕｂｔｒｏｐｉｃｓａｎｄａｉｒｒｉｓｉｎｇｉｎｔｈｅｍｉｄｌａｔｉｔｕｄｅｓ．ＴｈｉｓｉｓｔｈｅｆｅａｔｕｒｅｏｆＦｅｒｒｅｌｃｅｌｌ．Ｔｈｅａｂｏｖｅ

ａｎａｌｙｓｉｓｓｈｏｗｓｔｈａｔｔｈｅｍｅｒｉｄｉｏｎａｌｖｅｌｏｃｉｔｙ狏φｃｏｎｎｅｃｔｓｔｏｚｏｎａｌｖｅｌｏｃｉｔｙ狏λ，ａｎｄｔｈｅｍｅｒｉｄｉｏｎａｌ

ｖｅｌｏｃｉｔｙ狏φａｌｓｏｃｏｎｎｅｃｔｓｔｏｔｈｅｖｅｒｔｉｃａｌｖｅｌｏｃｉｔｙ，ａｎｄｔｈｅｎｔｈｅ３ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｖｅｌｏｃｉｔｙｆｉｅｌｄｏｆｔｈｒｅｅ

ｃｅｌｌｓｃｏｎｓｔｉｔｕｔｅｓａｗｈｏｌｅａｔｍｏｓｐｈｅｒｉｃｃｉｒｃｕｌａｔｉｏｎ．

犓犲狔狑狅狉犱狊　 Ｑｕａｌｉｔａｔｉｖｅ ａｎａｌｙｓｉｓ；Ｑｕａｎｔｉｔａｔｉｖｅ ａｎａｌｙｓｉｓ；Ｄｙｎａｍｉｃａｌｓｙｓｔｅｍ；Ｔｈｒｅｅｃｅｌｌｓ ｏｆ

ａｔｍｏｓｐｈｅｒｅｃｉｒｃｕｌａｔｉｏｎ

１　引言

关于大气环流最经典的设想是１７３５年 Ｈａｄｌｅｙ

的论述（Ｈａｄｌｅｙ，１７３５），太阳加热的南北分布不均

匀，导致赤道附近的上升运动和极地附近的下沉运

动．这就造成高空由赤道空气流向极地的压力梯度

狆／φ，底层则空气由极地流向赤道，这就形成了

Ｈａｄｌｅｙ环流．在赤道上空向北流动的空气由于受到

柯氏力的作用，那么向北流动的空气大约到达纬度

φ＝３０°左右开始右偏转，偏向成西风，空气在那里堆

积下沉．同理，大约在纬度φ＝６０°左右地表向南流

动的空气就要上升，而形成 Ｆｅｒｒｅｌ环流（Ｆｅｒｒｅｌ，

１８５９）．另外还有一个极地环流．低纬 Ｈａｄｌｅｙ环流，

中纬Ｆｅｒｒｅｌ环流，高纬的极地环流总体构成三圈环

流．著名气象学家Ｅ．Ｎ．Ｌｏｒｅｎｚ１９６７年对大气环流

的理论作了系统的归纳（Ｌｏｒｅｎｚ，１９６７）．

值得提出的是，德国气象学家 Ｋｏｓｃｈｍｉｅｄｅｒ

（Ｋｏｓｃｈｍｉｅｄｅｒ，１９５９）１９５９年将 Ｃｈａｎｄｒａｓｅｋｈａｒ的

理论（Ｃｈａｎｄｒａｓｅｋｈａｒ，１９５２；Ｃｈａｎｄｒａｓｅｋｈａｒ，１９５３；

Ｃｈａｎｄｒａｓｅｋｈａｒ，１９５７）应用到大气球壳的对流问题，

对三圈环流的模型做了很好的描述．但是，由于没有

给出具体的速度场表达式，只给出几张示意图，说用

狆
０

６
可以描述三圈环流．在本文中，我们从定性和定

量的描述中，说明气压场用狆
０

６
才能描述三圈环流，

而且用微分方程定性分析，确切说明三圈环流速度

场的运动特征．

虽然三圈环流每天都不相同，但是我们要讨论

的是定常的斑图，它们应该反映三圈环流的共同特征．

２　描述三圈环流的定常方程组

在球坐标系 （λ，φ，狉）中定常的大气热力—动力

学方程组的 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ近似形式为（刘式适等，

２０１１）

－犳狏φ ＝－
１

ρ狉ｃｏｓφ

狆
λ
－犽狏λ， （１）

犳狏λ ＝－
１

ρ狉
狆
φ
－犽狏φ， （２）

－
１

ρ

狆
狉
＋
θ
珋θ
犵－犽狏狉 ＝０， （３）

－
犖２

犵
狏狉－犽

θ
珋θ
＝０， （４）

犇＋
１

狉２
（狏狉狉

２）

狉
＝０， （５）

其中

犇＝
１

狉ｃｏｓφ

狏λ
λ
＋
１

狉ｃｏｓφ

（狏φｃｏｓφ）

φ
（６）

为水平梯度．

方程（１）与（２）代表气压梯度力、Ｃｏｒｉｏｌｉｓ力和

摩擦力三力平衡．其中摩擦力用和速度成正比但方

向相反来表示，犽＞０为摩擦系数，量纲为１／ｓ．方程

（３）代表垂直方向的气压梯度力、浮力和摩擦力相平

衡．方程（４）表示浮力引起的垂直运动和热传导相平

衡，由于三圈环流可以看成是赤道受热多于极地受

热，因而引起球面上的热对流问题，所以犖２＜０．方

程（５）是不可压缩连续性方程．

尽管方程（１）—（５）和Ｋｏｓｃｈｍｉｅｄｅｒ的方程稍有

不同，但考虑热对流、摩擦力和不可压缩的物理因子

基本是相似的．

下面由（１）—（２）导出散度方程和涡度方程，将

（１）式乘以ｃｏｓφ得到

－犳ｃｏｓφ狏φ ＝－
１

ρ狉
狆
λ
－犽ｃｏｓφ狏λ． （７）

　　假设犳是常数，将（７）式对φ微商得到

－犳
（ｃｏｓφ狏φ）

φ
＝－

１

ρ狉

２
狆

φλ
－犽
（ｃｏｓφ狏λ）

φ
．（８）

再将（２）式对λ微商，有

犳
狏λ
λ

＝－
１

ρ狉

２
狆

φλ
－犽
狏φ
λ
． （９）

　　将（８）式和（９）式相减之后，两边乘以
１

狉ｃｏｓφ
得到

１４７１
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　　－犳
１

狉ｃｏｓφ

ｃｏｓφ狏（ ）
φ

φ
＋
狏λ［ ］λ

　　　　 ＝犽
１

狉ｃｏｓφ

狏φ
λ
－
（ｃｏｓφ狏λ）

［ ］
φ

．

该式就是

－犳犇 ＝犽ζ， （１０）

其中

ζ＝
１

狉ｃｏｓφ

狏φ
λ
－
（ｃｏｓφ狏λ）

［ ］
φ

（１１）

是垂直涡度．（１０）式就是定常的散度方程．

将（１）式对λ微商得到

－犳
狏φ
λ

＝－
１

ρ狉ｃｏｓφ


２
狆

λ
２ －犽

狏λ
λ
． （１２）

　　将（２）式乘上ｃｏｓφ后对φ微商得到

犳
（ｃｏｓφ狏λ）

φ
＝－

１

ρ狉

 ｃｏｓφ
狆
（ ）φ

φ
－犽
（ｃｏｓφ狏φ）

φ
．

（１３）

将（１２）式和（１３）式相加，并两边乘以
１

狉ｃｏｓφ
后

得到

－犳ζ＝ －
１

ρ
Δ

２

狊狆－犽犇， （１４）

其中

　

Δ

２

狊≡
１

犪２ｃｏｓ２φ


２

λ
２＋

１

犪２ｃｏｓφ


φ
ｃｏｓφ


（ ）φ （１５）

为球面上的二维Ｌａｐｌａｃｅ算子，犪为地球半径．（１４）

式就是定常状态下的涡度方程．

方程（１）—（５）以及方程（１０）和（１４）是我们分析

三圈环流的基本方程．

３　物理分析

为了说明上节定常三圈环流模型的正确性，我

们对模型做物理分析．现绘出从北极到南极的经圈

剖面上的三圈环流示意图，见图１．

从图１看出，在北半球，三圈环流中地表的东风

（西风）与北风（南风）相对应，由于狏λ 以西风为正，

狏φ 以南风为正，所以北半球地表狏λ 和狏φ 符号相同．

类似南半球地表的狏λ 和狏φ 符号相反，即地表东风

（西风）与南风（北风）相对应．

从物理上讲，北半球若刮北风（南风），那么

Ｃｏｒｉｏｌｉｓ则使风向向右偏转，因而刮东风（西风），南

半球若刮北风（南风），那么Ｃｏｒｉｏｌｉｓ力则使风向向

左偏，因而刮西风（东风）．从方程（１）我们也能够看

出这种结果．若设气压仅是狉和纬度φ的函数（下节

图１　经圈剖面上的三圈环流，图中空心圆点代表了

经圈上的离散点，黑色方块代表了两极

Ｆｉｇ．１　 Ａ ｓｃｈｅｍａｔｉｃｏｆｔｈｒｅｅｃｅｌｌｓｏｆａｔｍｏｓｐｈｅｒｉｃ

ｃｉｒｃｕｌａｔｉｏｎｏｖｅｒｍｅｒｉｄｉｏｎａｌｓｅｃｔｉｏｎ，ｗｈｅｒｅｏｐｅｎｃｉｒｃｌｅｓ

ｏｎｔｈｅｍｅｒｉｄｉｏｎａｌｃｅｌｌｄｅｎｏｔｅｔｈｅｓｃａｔｔｅｒｅｄｐｏｉｎｔｓｕｓｅｄｔｏ

ｐｌｏｔｍｅｒｉｄｉｏｎａｌｃｅｌｌａｎｄｂｌａｃｋｓｑｕａｒｅｓｄｅｎｏｔｅＮｏｒｔｈｅｒｎ

ａｎｄＳｏｕｔｈｅｒｎｐｏｌｅｓ，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ

将来验证），和经度λ无关，那么方程（１）得出

狏φ ＝
犽

犳
狏λ． （１６）

由于北半球柯氏力参数犳＞０，因而由（１６）得出狏λ和

狏φ 同号，南半球犳＜０，因而狏λ 和狏φ 符号相反．

由图１还看出，三圈环流中高层和低层的气压

梯度狆
φ
符号相反，因而风向相反．这一点也可以由

方程（２）得到验证，由方程（２）和（１６）得到

狏φ ＝－
１

ρ狉犽
狆
φ
－
犳
２

犽２
狏φ，

故

狏φ ＝－
犽

犳
２
＋犽

２

１

ρ狉
狆
φ
． （１７）

由（１７）式看出，由于高层和低层气压梯度狆
φ
相反，

因而经向速度狏φ 符号也相反，因此气压梯度是确定

经向速度的决定因素．

最后由图１看出，低层的赤道及高纬度φ１ 处，

速度水平辐合一定产生上升运动，而在低纬φ２ 处及

两极处，低层水平速度辐散一定产生下沉运动．这个

很容易由不可压缩连续方程（５）加以解释．很自然在

低纬φ２ 处及两极处，下沉运动常形成副热带高压和

极地高压．

归纳来说，定常方程组（１）—（１５）描述三圈环

流，从物理上是非常合理的，因而数学上也必然是正

确的．
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　６期 刘式达等：大气三圈环流的动力系统模型

４　气压场可以用球调和函数表述

在直角坐标系 （狓，狔，狕）和柱坐标系 （狉，θ，狕）中

讨论热对流时，我们导出水平面上的气压场狆分别

可以用狓，狔方向上的三角调和函数的乘积和狉方向

上的一阶 Ｂｅｓｓｅｌ函数犑１（狉）来表示（刘式达等，

２０１１）．在球坐标系 （λ，φ，狉）中，本节论证球面上的

气压场可以用球调和函数狆
犿

犾
表示．从物理上看，三

角调和函数是周期边条件的特征函数，Ｂｅｓｓｅｌ函数

是原点 （狉＝０）有界、柱面边界上为零条件下的特

征函数，本节导出的球调和函数是南极和北极有界、

径向方向为周期的条件下的特征函数．

由（３）和（４）两式得到

　　
狆
狉
＝ρ
θ
珋θ
犵－ρ犽狏狉 ＝

ρ犵
犽

犖２（ ）犵
狏狉－ρ犽狏狉

＝ρ犽
犖２

犽２
－（ ）１狏狉． （１８）

对（１８）式两边作（１４）式算子

Δ

２

ｓ
运算，得到

（

Δ

２

ｓ狆）

狉
＝ρ犽

犖２

犽２
－（ ）１

Δ

２

ｓ狏狉，

　　将（１４）式代入上式，并用（１０）式得到

 －
犳
２

犽２
犇－（ ）犽犇

狉
＝犽

犖２

犽２
－（ ）１

Δ

２

ｓ狏狉

或

狆
狉
＝ －

犖２ －犽（ ）２

（犳
２
＋犽

２）

Δ

２

ｓ狏狉．

将（５）式中的犇代入上式得

Δ

２

ｓ狏狉 ＝犫

狉

１

狉２
（狏狉狉

２）

［ ］狉
， （１９）

其中

犫＝ （犳
２
＋犽

２）／（犖２ －犽
２）＞０ （２０）

是一个参数．

设

Δ

２

１≡
１

ｃｏｓ２φ


２

λ
２ ＋

１

ｃｏｓφ


φ
ｃｏｓφ


（ ）φ （２１）

是单位球（犪＝１）上的球面Ｌａｐｌａｃｅ算子，那么（１９）

式就可以写成

Δ

２

１狏狉 ＝犪
２犫

狉

１

狉２
（狏狉狉

２）

［ ］狉
， （２２）

先用分离变量法求解方程（２２），设

狏狉 ＝犚（狉）犛（λ，φ）， （２３）

将（２３）式代入（２２）式得到

Δ

２

１犛

犛
＝
犪２犫
犚
ｄ

ｄ狉
犚′＋

２

狉（ ）犚 ＝－λ． （２４）

由（２４）式得到

Δ

２

１犛＋λ犛＝０ （２５）

和

犪２犫犚″＋
２

狉
犚′－

２

狉２（ ）犚 ＋λ犚 ＝０． （２６）

　　（２５）式在径向方向是周期函数，南极、北极为有

界条件下的特征值是

λ＝犾（犾＋１）， （２７）

特征函数是球调和函数，即

犛（φ，λ）＝犃犘
犿

犾
（ｓｉｎφ）ｃｏｓ犿λ， （２８）

犾＝犿，犿＋１，……， （２９）

（２８）式中的犃是常数，量纲为ｍ／ｓ．

由（２６）式得到

狉２犚″＋２狉犚′＋
犾（犾＋１）

犪２犫
狉２－（ ）２犚＝０．（３０）

方程（３０）是球Ｂｅｓｓｅｌ方程，它的一个特解是

犚（狉）＝犼１ 犾（犾＋１）／（犪
２犫槡 ）（ ）狉 ， （３１）

其中

犼１（狉） （３２）

是第一类球Ｂｅｓｓｅｌ函数．

解（３１）要满足垂直速度狏狉 在球表面狉＝犪为

零，得到

　　犚（犪）＝犼１ 犾（犾＋１）／（犪
２犫槡 ）（ ）犪

＝犼１ 犾（犾＋１）／槡（ ）犫 ＝０， （３３）

其中

犾（犾＋１）／槡 犫＝３π／２ （３４）

是犼１的第一个零点．而犼１在大气上界（可以认为狉→

∞）也自动满足趋向于零．

我们取犾＝６，犿＝０，则由（２３）（２８）（３１）式得到

狏狉≡狉
·
＝犃狆

０

６
（ｓｉｎφ）犼１（α狉）＝犳（狉，φ），（３５）

其中α＝ ４２／（犪２犫槡 ），

将（３５）代入（１８）式得到

狆
狉
＝犃ρ犽（犖

２ ／犽２－１）狆
０

６
（ｓｉｎφ）犼１（α狉），（３６）

将（３６）式对狉积分一次，并利用（３２）式得到气压场狆：

狆＝犃ρ犽（犖
２ ／犽２－１）狆

０

６
（ｓｉｎφ）－

ｓｉｎα狉

α（ ）狉
． （３７）

（３７）式说明，在定常情况下球面上的气压场可

以用球调和函数狆
犿

犾
表示．且三圈环流的气压场可

以用狆
０

６
（ｓｉｎφ）表示．为什么取犾＝６，犿＝０呢？按

照球调和函数的性质（刘式适等，２００２），总共有犾－

犿＝６－０条纬圈狆＝０的零线（ｍｏｄａｌ）．而按照方

程（２）纬向风速狏λ 是和狆 的导数狆／φ相联系．由

图１看出，狏λ＝０的纬线有五条：±φ１，±φ２和φ＝０，
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它们都使狆／φ＝０，即狆的极值有五条．因此六条

狆＝０的线中间有五条狆的极值线，即狏λ＝０的纬线．

５　三维速度场的分析

从特殊函数知，狆
０

６
可以表示成

　　狆
０

６
（ｓｉｎφ）＝

１

５１２
（７３９２ｓｉｎ６φ－１００８０ｓｉｎ

４

φ

＋３３６０ｓｉｎ
２

φ－１６０）， （３８）

将（３８）式代入（１７）式得狏φ ≡犪φ
·
的结果为

　　狏φ ＝
犃
犪犫
（ｓｉｎ２φ－ｓｉｎ

２

φ１）（ｓｉｎ
２

φ－ｓｉｎ
２

φ２）

×ｓｉｎφｃｏｓφ
ｓｉｎα狉

α（ ）狉
＝犵狉，（ ）φ ， （３９）

其中

φ１ ＝±５６°，φ２ ＝±２８° （４０）

是方程

　７３９２×６ｓｉｎ
４

φ－１００８０×４ｓｉｎ
２

φ＋３３６０×２＝０

（４１）

的四个根，见图１．

将（３９）式代入（１６）式得到狏λ＝犪ｃｏｓλ的结果为

　狏λ ＝
犳犃
５１２犪犫犽

（ｓｉｎ２φ－ｓｉｎ
２

φ１）（ｓｉｎ
２

φ－ｓｉｎ
２

φ２）

×ｓｉｎφｃｏｓφ（ｓｉｎα狉／（α狉））． （４２）

这样垂直速度方程（３５），径向速度方程（３９），纬

向速度方程（４２）就转成了球坐标的三个速度场．由

于第三节已作了物理分析，三维速度场的定性分析一

定会和物理分析相一致．

首先，令三个速度场的右端为零，导得速度场的

奇点（Ｋｕｚｎｅｔｓｏｖ，２００４；Ｄｒａｚｉｎ，１９９２）．由狏λ ＝０和

狏φ ＝０导得

　　　　

ｓｉｎφ＝０φ＝０ （赤道）

ｃｏｓφ＝０，φ＝±
π
２
（北极和南极）

ｓｉｎ２φ＝ｓｉｎ
２

φ１φ＝±φ１ （±５６°）

ｓｉｎ２φ＝ｓｉｎ
２

φ２，φ＝±φ２ （±２８°）

（４３）

由狏狉 ＝０导得

狉＝犪（地球表面）和狉＝狉（大气上界）．

故图１中地表和大气上界的赤道，两极及φ１和φ２处

均是速度场为零的奇点，共１４个，见图２中的黑点．

图２　 （狉，φ）平面上的三圈环流，黑点是奇点

Ｆｉｇ．２　 Ａ ｓｃｈｅｍａｔｉｃｏｆｔｈｒｅｅｃｅｌｌｓｏｆａｔｍｏｓｐｈｅｒｉｃ

ｃｉｒｃｕｌａｔｉｏｎｏｖｅｒ（狉，φ）ｓｅｃｔｉｏｎ，ｗｈｅｒｅｂｌａｃｋｐｏｉｎｔｓａｒｅ

ｓｉｎｇｕｌａｒｐｏｉｎｔｓ

　　为了方便，我们仅看经圈剖面 （狉，φ）上的奇点

及流场，见图２．

从图２看出，这些奇点在 （狉，φ）平面上都是鞍

点，若在狉方向流出，则在φ方向流进．若在狉方向

流进，则在φ方向流出．

我们来说明奇点是鞍点，以 （狉，φ）＝ （犪，φ１）为

例．在该点处（３５）和（３９）式右端的Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵为

犑＝

犳
狉

犳
犪φ

犵
狉

犵
犪

烄

烆

烌

烎φ （犪，φ）

， （４４）

　　在矩阵（４４）式中的
犳
狉
，由（３５）式看出它要用

到犼′１．

由球Ｂｅｓｓｅｌ函数知，在狉很大时

犼１（α狉）～
α
狉
ｃｏｓ（α狉－π）， （４５）

其中 ４２／槡 犫按（３４）式为

４２／槡 犫＝３π／２． （４６）

所以由（４５）式求得

犼′１＝－
α
狉２
αｓｉｎ（α狉－π）＋ｃｏｓ（α狉［ ］）．

用狉＝犪代入得

犼′１ 狉＝犪 ＝－ｓｉｎ（３π／２－π）／犪＝－１／犪，

所以矩阵（４４）为

犑＝

－
犃
犪
犘
０

６
（ｓｉｎφ１） ０

０
犃（２ｓｉｎ２φ１ｃｏｓφ１）（ｓｉｎ

２

φ１－ｓｉｎ
２

φ２）ｓｉｎ（３π／２）

７６８犪犫

烄

烆

烌

烎π

． （４７）
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　　由于犘
０

６
（ｓｉｎφ１）＜０，ｓｉｎ

２

φ１ ＞ｓｉｎ
２

φ２，则矩阵

（４７）可以简化为

犑＝
α ０

０ －（ ）
β
． （４８）

其中α＞０，β＞０是常数，因此矩阵（４８）的特征值为

λ１ ＝α，λ２ ＝－β． （４９）

在 （α，φ１）的平面上，奇点 （犪，φ１）的特征值为一正

一负．因而奇点 （犪，φ１）为鞍点．

对其他点可类似讨论，例 （犪，φ２），由于球调和

函数 犘
０

６
正负相间，所以由 犘

０

６
（ｓｉｎφ１）＜０，则知

犘
０

６
（ｓｉｎφ２）＞０，且ｓｉｎ

２

φ２＜ｓｉｎ
２

φ１，所以对奇点（犪，

φ２），矩阵（４８）就变成

犑＝
－α ０

０（ ）
β
， （５０）

所以仍然是鞍点．

６　结论

在本文中，我们利用球坐标系 （λ，φ，狉）的动力、

热力学方程导出三维速度场 （狏λ，狏φ，狏狉）的动力系

统．从定性和定量上说明包括摩擦力和热传导的不

可压缩大气运动的动力系统能够描述由赤道和极地

间的加热不均匀造成的三圈环流．并且，定量分析表明

球面上的压力场狆可以用球调和函数狆
犿

犾
（ｓｉｎφ）ｃｏｓ犿λ

来表达．当取犾＝６，犿＝０时即可导出三圈环流．由

此得到在经圈剖面 （φ，狉）上，地表的φ１ ＝±５６°和

φ２ ＝±２８°左右，以及赤道是速度场的奇点，说明在

副热带空气的垂直运动是下沉运动，在中纬度是上

升运动．相信这些结果能够对于深入理解大气环流

的形成机理和构建大气环流模型提供借鉴．
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