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摘要    多尺度的气候变化具有显著的长期记忆性或持续性. 本文利用分数阶微积分、功率谱、自相关

函数等方面的知识, 推导出导致气候变化长期记忆性的理论基础: 气候变化显著的长期记忆性是其变化

分数阶累积的结果, 其变化的功率谱指数是分数阶积分阶数的二倍. 最后利用去趋势涨落分析方法从实

际的观测序列分析证实了这一关系的合理性.   
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1  引言 

当前, 气候变化已经成为科学界最关心的前沿

问题. 从科学上讲, 研究它的困难之处主要在于气候

系统是一个多尺度系统, 气候变化的尺度可以是月

尺度、年尺度、年代际尺度, 甚至于百年、千年、万

年······千万年尺度. 在这种多尺度系统中, 气候变化

中的冷暖或旱涝离开尺度去谈是毫无意义的 . 因为

冷暖或旱涝是随着尺度变化而变化的 . 现在常谈到

的气候变暖, 应该确切地说是指近百年尺度上的气

候变化. 从更长的千年尺度上讲, 现在气候变化处于

冷期; 从短的尺度上讲, 1998年以来的气温总是低于

1998年的.  

同时, 气候变量, 如温度距平也是一个随机量 . 

在各种时间尺度上, 都有大大小小不同强度的涨落. 

究竟未来气候是如何变化? 这是人们非常关注的问

题. 所以, 自从 1963年著名的气象学家 Lorenz
[1]发现

混沌以来, 很多学者致力于可预报性的研究. 严格地

讲, 可预报性的研究涉及系统的记忆性问题. 从直观

上讲, 没有一天天气是相同的, 可预报的时间长度仅

有几天. 但是, 气候变化相对于天气扰动而言是有较

好的记忆性的 . 本文就是从来理论和实际观测角度

来论证气候变化的记忆性.  

2  描述气候变化的分数阶随机微分方程 

1976 年气象学家 Hasselmann
[2]认为天气扰动这

个随机变量看起来是毫不相关的白噪声, 它被比作

布朗运动[3]的分子间相互作用的随机涨落, 而气候变

化的距平 x可以比作布朗运动浮在水面上的花粉, 它
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是强迫的结果. 因此, 他将气候随机变量 x 和天气

随机变量之间的关系用 Longevin方程 

 
d

( )
d

x
t

t
  (1) 

来表示.  

(1)式意味着气候随机变量 x 的一阶微商是天气

随机变量, 或天气随机变量的一次积分是气候随

机变量 x. 因此, 从某种意义上, 它反映了天气变化

和气候变化之间的关系. 因为气候从概念上讲, 它是

天气在某种意义上的平均状态(即积分).  

但是, 用(1)式描述气候变化有两大缺点 . 第一

个缺点是布朗运动认为分子的尺度和花粉的尺度是

相互分离的, 实际上天气尺度和气候的各种尺度之

间是不能完全分开的. 第二个缺点是从功率谱 S(f)上

看, 物理上 S(f)代表单位频率 f上的能量. 若将 S(f)写

成如下形式: 

 ( ) ~ .S f f   (2) 

其中称为功率谱指数.  

对于白噪声来说, 它的功率谱指数为=0, 而

的一次积分称为布朗噪声 x, 它的功率谱指数为 

 2.   (3) 

根据实际观测资料看 , 气候变化的功率谱指数

并不是 2
[4]

, 而且 x 的概率密度分布函数若是正态分

布, x大于 3倍标准差的概率仅为 10
7

. 实际上冷暖或

旱涝的大涨落的概率虽然小 , 但是远比正态分布的

大, 因此, 实际的气候随机变量是一个长尾巴的概率

分布.  

因为功率谱 S(f)和自相关函数 R()互为傅里叶

变换, 所以, (1)式中气候变量 x的自相关函数是指数

函数形式 

 
/( ) ~ e .TR  

 (4) 

其中 T为特征时间.  

从(4)式看出, 当= T 时, 自相关函数已经衰减

了 1/e=1/2.7. 所以(4)式是短程相关, 这与气候过程

的实际情况也是不符的.  

我们在 2007 年将气候变化与天气扰动的关系[5]

用分数阶导数的随机微分方程 
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描述, 其中 x可以表示为的 q阶积分, 其定义如下: 
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称为 x的 q阶导数, 它可以表示为 
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它称为 Riemann-Lioville 分数阶导数[6]
. (7)式表示先

对 x求(1q)次积分再求一阶导数, 就是 q阶导数的定

义.  

若 x自相关函数是幂函数形式 

 ( ) ( ) ( ) ~ e .R x t x t      (8) 

因为 R()的量纲和 fS(f)的量纲相等, 所以 

 
1 (1 ) .f         (9) 

因此, 得到 

 1 .    (10) 

(10)式说明自相关函数的标度指数和功率谱的标度

指数之和为 1. 若要保证气候变量的自相关函数是

缓慢衰减的幂函数形式, 那么按(10)式要求 

 0 1.   (11) 

因此, 若用(1)式描述气候变化, =2 不符合长程

相关的要求(11)式. 因此需要把气候变量的功率谱指

数由=2降到 0<<1.  

模式(5)却能做到这一点. 因为 x(t)的傅里叶变换

ˆ( )x f 为 

 i1
ˆ( ) ( )e d .

2π

ftx t x f f




   (12) 

功率谱 S(f)是傅里叶变换系数模的平方, 即 

 
2

ˆ( ) ( ) ~ .S f x f f   (13) 

将(12)式微商 q 次的功率谱有什么变化呢? 由

(12)式 

 id 1
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   (14) 

因此, x的 q阶导数的功率谱为 

 
2

( 2 )ˆ( ) ( ) ~ .q q

q
S f x f f f     (15) 

由(15)式看出, x的 q阶导数的功率谱 Sq(f)的标度指数

为2q, 确实降了下来 . 因为的功率谱指数为零 , 

由(5)式得到 

 2 .q   (16) 

这样, 由(5)式描述的气候变量 x的功率谱为 

 
2( ) ~ .qS f f 

 (17) 
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若 q=1, (5)式就变成(1)式, 功率谱指数为 2. 现

在功率谱指数为 2q, 由(11)式得到 

 
1

0 ,
2

q   (18) 

即可符合要求.  

因此, 分数阶导数气候模型的导数阶数只要符

合(18)式, 就可以使得气候变化的短程相关(4)式变成

长程相关(8)式. 即 

 1 2( ) .qR     (19) 

3  气候变化的记忆性好 

模式(5)式不但使得气候变化具有长程相关性 , 

也使得气候变化的记忆性好.  

由(6)式, 对于时间 t2>t1 (将积分分成 0到 t1和 t1

到 t2两段)得到 
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若 q=1时, (20)式右端积分为零, 因而 
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从(21)式可知, 若知道 x的初值 x(t1), 那么 x(t2)仅仅由

(u)的初值 x(t1)和(u)来决定, 绝不需要 x 在时刻 t1之

前的任何信息. 因而, 这是一个记忆性比较差的系统.  

但是, 若 q≠ 1时, (20)式右端第一个积分一般不

为零, 那么计算 x(t2)时必须知道从 t=0直到 t2的整个

历史, 因此具有长记忆性.  

4  DFA 方法确定 q 

用去趋势涨落分析方法 (Detrended Fluctuation 

Analysis, DFA)
[7]可以由气候随机变量观测资料确定

方程(5)中的微商阶数 q. 根据 DFA方法, 方差函数 

 
2 1 2( ) ~ ,qF s s 

 (22) 

那么 

 ln ( ) ~ (1 2 )ln .F s q s  (23) 

其中 s是窗口尺度, 相当于延迟时间.  

因此, 在双对数(lnF, lns)坐标中拟合出的直线的

斜率与微商阶数 q的关系为 

 
1

,
2

q    (24) 

从而有 

 
1

.
2
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5  实际资料分析验证 

上面给出的是理论分析结果 , 实际的气候随机

变量给出的结果又如何呢? 下面以瑞典斯德哥尔摩

观测站的日平均气温序列来确认上述理论结果的可

靠性 . 选择这一序列的原因是其观测记录时间长

(1901-1-1至 2000-12-31), 统计性更可信. 同时, 这一

序列也在众多的研究中得到了广泛的应用[8–10]
, 证明

数据质量是可靠的. 图 1给出的是其中的一段时间的

观测结果, 其中图 1(a)给出的日距平序列(扣除多年

平均后的扰动序列), 直观上体现出很明显随机性 ; 

图 1(b)给出的年平均序列, 相比于图 1(a), 年平均的

气温变化更规则, 有更强的周期性.  

对于气温日平均距平序列利用功率谱分析可以

得到对应的功率谱特征, 见图 2. 从图 2 中可以看出, 

在高低频段功率谱具有显著不同的幂律行为 S(f)~f


. 

在高频部分 , 是典型的宽谱行为 , 功率谱指数为

=1.64; 而在低频部分, 功率谱指数为=0.48. 很显

然, 无论是在高频段还是在低频段, 都与白噪声和布

朗运动行为不同. 利用第 2节得到的利用功率谱指数

与微商阶数的关系=2q, 可知微商阶数在高频段应

该为 q=0.82, 在低频段应该为 q=0.24.  

对于气温日平均距平序列利用 DFA 分析方法可

以得到温度扰动的持续性特征, 见图 3. 从图 3 可以

看出, 无论是在大尺度区间还是小尺度范围内, 方差

函数随窗口尺度或延迟时间的变化都具有显著的幂

律变化F(s)~s

, 在小尺度范围标度指数=1.32, 在大

尺度范围标度指数=0.74. 由上一节到得到标度指

数与微商阶数 q的关系 q=(1/2), 可以得到在小尺

度范围微商阶数 q=0.82, 在大尺度范围微商阶数

q=0.24.  
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图 1  斯德哥尔摩观测站的气温序列 

(a) 日平均距平序列, (b)年平均序列 

Figure 1  Segment of temperature series over Stockholm. (a) Daily mean anomalous series, (b) annual mean series. 

 

 
图 2  (网络版彩图)斯德哥尔摩观测站的气温日平均距平

序列的功率谱分析结果 

Figure 2  (Color online) Power spectrum analysis on the daily mean 

anomalous temperature series over Stockholm. 

 
图 3  (网络版彩图)斯德哥尔摩观测站的气温日平均距平

序列的去趋势涨落分析结果 

Figure 3  (Color online) Detrened fluctuation analysis on the daily 

mean anomal- ous temperature series over Stockholm. 

对比利用功率谱指数与微商阶数的关系得到微

商阶数结果和利用 DFA 分析方法从观测资料直接确

定微商阶数结果可以看出 , 无论在物理空间的大尺

度范围和谱空间的低频段 , 还是在物理空间的小尺

度范围和谱空间的高频段 , 两者得到的微商阶数都

是一致的 . 这从观测资料分析中确认了上述理论关

系的成立.  

同时, 可以对图 1中的日平均距平序列进行洗牌

处理(保持原始序列的幅值, 但是在时间轴上的出现

位置随机化), 并对洗牌处理后的序列积分 q 次(这里

q=0.24)得到积分序列 .  对积分序列做功率谱分析 , 

同样也可以确认上述理论关系, 见图 4. 从图中可以

清楚地看出, 洗牌序列的功率谱指数为=0, 而积分

q=0.24 次后的积分序列的功率谱指数为=0.48, 为分 

 

图 4  (网络版彩图)同图 2, 原始序列的洗牌序列与洗牌序

列的积分序列的结果 

Figure 4  (Color online) Same as Figure 2, but for the shuffled daily 

mean anomalous temperature series over Stockholm and its integration 

series. 
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数阶积分阶数的二倍 . 这从人工合成资料分析中进

一步确认了上述理论关系的成立.  

6  结论 

通过把分数阶导数引入到气候扰动变化的建模

描述, 利用量纲分析从理论上得到了功率谱指数与

分数阶导数阶数满足的关系. 同时, 这一关系也得到

了实际观测序列分析结果的证实 . 这一研究结果对

于深入研究气候变化的长期记忆性与极值事件关系、

气候极值事件的形成机理等方面都有非常重要的参

考价值. 
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