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第 3 章 玻恩概率诠释和薛定谔方程

“ 爱因斯坦：“上帝是不掷骰子的！”

玻尔：“你没法告诉上帝该做什么！” ”
描述局域电子的波包必然要进行扩散。如果将波包和电子的物质属性（质量、大

小、电荷等）联系起来，我们就会遇到一些列实验上无法解释的困难。我们从未在任

何实验中观测到弥散的电子，每一个电子的质量和电荷都是不变的。这意味着，德布

罗意波描述的并不是传统意义上的物理量，它必定无法描述我们熟悉的有量纲的物理

量。这个困难起源于经典物理中没有的“波粒二相性”（或不确定关系），所以德布罗

意波一定不是经典物理中的水波或声波的类似物。戴维森-葛莫实验和小汤姆逊实验
都验证了德布罗意波的存在，而且实验结果和理论计算复合得非常好，所以电子的德

布罗意波是存在的。“波”意味着空间中的分布，那么德布罗意波描述的什么物理量

的空间分布呢？

3.1 玻恩概率诠释

首先，德布罗意波是否是描述多电子的疏密波？答案为否。因为在小汤姆逊实验

中，如果我们用非常稀疏的电子射向多晶体，进行非常长时间的实验，那么我们还是

会发现电子在幕布上显示出衍射条纹。我们得出结论：德布罗意波描述的是单个电子

行为，而不是集体行为。这些明暗条纹可以用波函数衍射极大和极小来描述——电子

的波动性。衍射图样是由一个个局域性很小的感光点组成（电子打到屏上时只是落到

一点，并不会弥散）——电子的粒子性。历史上，小汤姆逊通过将电子衍射图案和 X
射线衍射图案进行对比而得出电子的波动性，那么这次我们可以从 X 射线衍射图案
可以得到什么启示哪？

图 3.1: 小汤姆逊散射实验
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3.2 双缝衍射实验 –3/27–

X 射线是电磁波，它遵从麦克斯韦方程组，被晶体衍射打到屏幕上形成亮暗条
纹。从经典的电磁理论可知，电磁场 E⃗(x,y,z, t) 在空间某点处的能量密度正比于电磁

场场强的平方

ρ(x,y,z, t) ∝
∣∣∣∣E⃗(x,y,z, t)∣∣∣∣2dxdydz, (3.1.1)

因为电磁波是由光量子组成的，所以屏幕上的亮暗条纹是由一个个光子组成。当光子

数目多时，就会出现亮条纹，即能量密度大；光子数目少时，就会出现暗条纹，对应

于能量密度小。综上所述，可以猜测，电磁场的能量密度实质上是光子出现的概率。

玻恩猜测到：既然电子也具有波形，那么电子是否也像光子一样，德布罗意波的模

方表示电子在空间中出现的概率。基于这种假设，玻恩于 1926 年 6 月发表一篇题为
《散射过程的量子力学》的论文。玻恩分析具体的散射过程之后，提出了著名的“波

函数的概率诠释”——波函数的平方代表粒子出现的概率，完美地将微观粒子的“粒

子性”和“波动性”结合起来。玻恩指出，“粒子运动遵守几率定律，但几率本身还

是受到因果律支配的。”正是由于这一杰出贡献，玻恩和 Bothe 共享 1954 年诺贝尔物
理学奖。当然真正的历史发展远比上面所述复杂很多。

在讨论德布罗意波包时，我们已经注意到：为了描述局域化的电子，我们需要将

不同波数（或动量）的德布罗意波叠加。这就意味着，精确描述粒子位置的代价是放

弃精确的动量，即我们必须承认此时电子的动量是不确定的，或者说，电子同时处于

不同动量的态上。这是和经典物理中波的叠加是完全不同的。例如，经典物理中，傅

里叶分解仅仅是一个数学手段，并不意味着经典粒子是以其中某个频率振动。总而言

之，量子力学运行量子体系处于某些物理量不确定的状态上。

3.2 双缝衍射实验

费曼在著名的《费曼物理学讲义》中提出一个假象的单电子双缝干涉实验，非常

清晰地阐述了德布罗意波的物理含义。我们在本节中讨论三个双缝干涉实验——不精

确机枪实验、水波双缝干涉实验和电子（或光子）双缝干涉实验。

具体实验现象的描述，请看书。

3.2.1 态叠加原理

我们投掷两个骰子（一个红色，另一个是绿色），这两个骰子除了颜色不同之外

其他属性完全相同。每个骰子都有 6 面。定义摇出数字 1 的概率为 P (1) ≡ PA，摇出
数字 3 的概率为 P (3) ≡ PB。我们同时要两个骰子，摇出“红1”和“绿3”的概率为

P (红1 和 绿3) = PA · PB （独立事件）， (3.2.1)

单独摇红色骰子给出“红1”和“红3”的概率为

P (红1 或 红3) = PA+ PB （互斥事件）。 (3.2.2)
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–4/27– 第 3 章 玻恩概率诠释和薛定谔方程

在双缝干涉实验中，电子的波函数也遵从上述概率原理。电子从源到屏幕上有两种途

径（缝 1 和缝 2），分别对应于几率振幅 A(1) 和 A(2)，这两条途径是互斥事件。但

量子世界中，互斥事件中相加的是几率振幅而不是几率——这就是量子力学的态叠加

原理。经典物理使用统计，而量子力学计算统计。

令电子经由缝 1 或缝 2 到达屏上 x 点处的几率振幅分别是 ψ1(x) 和 ψ2(x)，它

们各自都满足描述波函数随时间演化行为的薛定谔方程（我们下面就要讲解）。因为

我们没有观测电子从那条路径通过，所以这两条路径都有可能，它们遵从态叠加原

理。因为 ψ1(x) 和 ψ2(x) 都是薛定谔方程的解，所以它们的线性组合也是薛定谔方

程的解。此时，双缝后的电子波函数为

ψ1 或 2(x) = ψ1(x) +ψ2(x). (3.2.3)

这样电子出现在屏上的几率为

P (x) =
∣∣∣ψ1(x) +ψ2(x)

∣∣∣2 = ∣∣∣ψ1(x)
∣∣∣2+ ∣∣∣ψ2(x)

∣∣∣2+ 2Re [ψ1(x)ψ
∗
2(x)]︸                ︷︷                ︸

量子干涉项

(3.2.4)

其中 |ψ1(x)|2 是只打开缝 1 时的电子出现在 x 处的几率，|ψ2(x)|2 是只打开缝 2 时的
电子出现在 x 处的几率。上式中的第一项和第二项之和就是经典统计中的互斥事件

概率相加，而第三项则是量子干涉效应。当量子效应不明显时，第三项可以忽略不计，

我们就回到了经典物理。

重新定义

ψ1(x) =
√
P1 e

iϕ1(x), ψ2(x) =
√
P2 e

iϕ2(x), (3.2.5)

则干涉项为

I(x) = 2
√
P1P2 cos [ϕ1(x)−ϕ2(x)] . (3.2.6)

如果我们实验装置令到屏上 x 点里双缝距离几乎相等，则有 P1 ≃ P2 ∼ P0，此时干涉
项为

I(x) = 2P0 cos [ϕ1(x)−ϕ2(x)] . (3.2.7)

波函数模方为∣∣∣ψ(x, t)∣∣∣2 = 4P0 cos
2
(
ϕ1(x)−ϕ2(x)

2

)
, (3.2.8)

可以看出干涉效应非常显著，电子在屏上明暗条纹位置取决于 ϕ1 −ϕ2 相位差。

下面我们计算一下屏上 x 处的两条几率振幅的相位差。如图（3.2）所示：缝和
屏幕间距为 L，两缝间距为 2s，电子枪到双缝距离相等。我们用平面波描述电子枪出
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图 3.2: 双缝干涉实验

射的电子，其动量为 p，德布罗意波长为 λ= h/p。在将定电子通过双缝时仅仅略微

偏转但动量大小保持不变。通过缝 S1 和 S2 的波在 x 处相位分别为

ϕ1(x) = ϕph(S1) +
2πD1

λ
, D1 =

√
L2+ (x − S)2 ,

ϕ2(x) = ϕph(S2) +
2πD2

λ
, D2 =

√
L2+ (x+ S)2 , (3.2.9)

其中相位 ϕph(S1) 和 ϕph(S2) 并不一定相等，但只要其差值固定就不会影响最终结

果。因为实验仪器尺度远远大于电子的德布罗意波长，为了使得量子干涉效应明显，

就要求双缝间距（s）和屏幕上亮斑位置（x）要和电子的德布罗意波长相若，所以

s,x≪ L。将相位差做小量展开，

ϕ1(x)−ϕ2(x) =
2π
λ
(D2 −D1) =

2πL
λ


√
1+

(x+ S
L

)2
−

√
1+

(x − S
L

)2 
=

2πL
λ

[
1
2

(x+ S
L

)2
− 1
2

(x − S
L

)2]
=

π
λL

(4xS) =
4πp
hL

xS =
2pSx
h̄L

.

(3.2.10)

次级亮斑和主极大亮斑位置差 x 需要满足相干相长条件，

∆ϕ = 2π =
2pSx
h̄L

=
4πxS
λL

=⇒ x =
h̄L
2pS

=
λL
2S

. (3.2.11)

用 100eV 电子（其德布罗意波长为 ∼ 1Å）进行双缝干涉实验，取 L= 1m，缝间距一

般为 s = 1µm, 则有

x =
λL
2s

=
1Å · 1m
2× 1µm

≃ 0.05mm. (3.2.12)

这是实验上可以测到的。加长屏和缝间距 L 可以增大 x，但 L 过长将为实验仪器制

备造成非常大的困难，因为量子世界是非常脆弱的，很难避开各种干扰。
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–6/27– 第 3 章 玻恩概率诠释和薛定谔方程

下面考虑一下子弹双缝实验。子弹质量约为 10克，速度为 300m/s设 L= 1000m,
S = 1cm（S >子弹直径）。经过计算可得 x = 10−29m ≈ 10−20Å。实验无法测量这么
小的精度，只能测量到多个亮暗条纹的叠加，平均结果导致干涉项为零。

3.2.2 电子是通过那个缝隙？

在双缝干涉实验中最困难的问题是：“电子到底是通过哪个缝后到达屏幕的？”实

验表明：电子必须同时知道两个缝的信息才可以出现干涉现象。一旦我们试图通过其

他方法测量电子从那个缝隙穿过，电子干涉现象就消失了。为什么？

在双缝干涉实验中，在电子打到屏幕前它的波函数为 ψ1(x) +ψ2(x)。但电子到

达屏幕一瞬间，波函数就“塌缩”为坐标的本征函数 δ(x)。这听起来非常神奇，但它

是量子力学的一个基本假设——测量假设。测量使体系所处的态发生剧烈变化，从原

始波函数塌缩到测量操作的某个本征态。在测量过程中，波函数的变化是不连续、不

可控制和不可预期的。测量操作不可避免会影响量子体系，量子体系会受到来自测量

仪器的反作用。由于被观察量子体系和测量仪器之间没有截然的分界，在某种程度

上，这种反作用是不能预言和不可控制的。测量仪器也必须作为单个量子体系处理，

它的波函数依赖于测量仪器的坐标以及被测量体系的坐标。在观测过程中，不再能把

待测量的量子体系和测量仪器分开考虑，而以简单的波函数确定动力学状态的观念失

去了意义。因此测量仪器的干预破坏了所研究的量子体系状态在测量前和测量后之间

的因果关系（因果关系只能适用于孤立体系），所以测量导致人们无法预言在测量后

能找到体系处于什么状态，只能做统计性质的预言。

下面我们利用海森堡不确定关系来验证干扰测量是如何破坏双缝干涉效应。前面

关于波包的讨论指出：粒子坐标和动量是无法同时测量精确的。这种不确定关系导致

我们无法同时观测电子轨道和量子干涉效应。如图（3.3）所示，我们在缝 1 后面放置
一块探测器（d）。当电子通过缝 1 后立即和探测器发生作用并产生微弱的能量反冲，
我们借助此微弱能量反冲来判断是否有电子通过。为了防止探测器同时接受到两条缝

中的电子信号，我们要求探测器不仅在 y 方向上尺寸必须非常小，而且它在 y 方向

变化范围（∆yd）也必须非常小。我们不妨粗略地假设

∆yd <
L
2
. (3.2.13)

因为探测器作为一个量子系统也必然受到不确定关系的制约，所以对探测器位置的限

定 (∆yd) 必然导致探测动量具有不确定度性

∆pd ≈
h̄

∆yd
=

2h̄
L
. (3.2.14)

此动量不确定度就是探测器的灵敏度阈值，一个电子传递给探测器的动量（precoil）

必须要大于 ∆pd 时才会被探测器识别。所以电子通过探测器将导致电子动量会改变，

其改变量要超过 precoil

∆pe > precoil > ∆pd =
2h̄
L
. (3.2.15)
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图 3.3: 测量对双缝干涉实验的影响

电子通过探测器后继续传播距离 L/2 后打到屏上，这是它相位变化为

∆k∆y =
∆pe
h̄
× L
2
= 1弧度。 (3.2.16)

这个相位变化将完全抹去量子干涉效应。

�
电子到底是通过哪个缝后到达屏幕的？这是量子力学最困难的问题。下面简单列出几

种学派的观点，供大家参考（不要问我属于那一派）。

1）传统观念——哥本哈根学派
哥本哈根学派是人强马壮，属于名门正派，认为每个电子都是以“独特”的方式

“同时”通过双缝。观测电子从那条缝穿过的实验测量严重地影响电子原来的状态，

使电子发生了不可逆的状态变化，从波突变为粒子（空间小局域分布一定质量和电

荷）。在双缝干涉实验中存在着两种不同的物理过程，一是波函数按照决定性的波动

方程从容地演化，二是测量操作使波函数突然而且不连续地塌缩。测量前不知道电子

从那条缝通过，干扰测量虽然确定电子的路径，但这并不意味着干扰测量前电子就是

以经典粒子形式从这条轨道中通过。我们每个人都是宏观物理世界的“奴隶”，我们

的感知和认识（包括语言）都来自于日常生活。所以我们只能有粒子和波这样的语言

来描述微观世界，自然会遇到很多困惑。不妨想象一下，从未见过的生物或生活在二

维空间中生物的样子？这是非常困难的！幼儿园的小朋友比我们强多了。

2）现实主义学派
粒子只通过其中一个缝，这意味着波函数不能够完全地描述量子体系。1952 年

大卫·玻姆（D. Bohm）提出“隐变量”理论（Phys. Rev. D85: 166, 1952），提出量
子力学所遇到的几率问题是因为我们忽略这些隐变量造成的，并不是自然界是非决定

性的。另外一种尝试是在薛定谔方程中引入非线性而且带有随机性质的项，这将导致

态函数叠加时自发地以无法预测的方式塌缩到类似于经典物理的状态上。这种过程在

微观尺度世界中发生的非常缓慢无法察觉，但在宏观世界中却是非常迅速的发生。这

一类非线性理论的代表作是 G. C. Ghirardi, A. Rimini, T. Weber 等人的工作（Phys.
Rev., D34: 470, 1986）。综述文献请见：A. Bass 和 G. C., Ghirardi，Phys. Rept. 379,
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257 (2003).
3）不可知论——拒绝回答
只有物理观测量才可以描述物理体系。什么叫测量前？对测量前粒子状态讨论有

什么意义吗？为本质上不可能被检测的事情担忧完全是杞人忧天，没有任何意义。这

一派代表人物是有“物理学良心”美誉之称的泡利。他曾将说过：“我们无需为我们

根本无法知道的事情浪费脑力，这和讨论在一个指尖上能够做多少个天使的这样的古

老问题一样无聊”。

4）多世界理论——好莱坞编剧的最爱
这个理论听起来非常具有科幻的味道。1957年就读于普林斯顿大学的休·艾弗雷

特三世（Hugh Everett III）在他的博士论文《Relative State Formulation of Quantum
Theory》中提出多世界理论，他的论文最后发表在 Rev. Mod. Phys. 29, 452-462
(1957)。他认为波函数完备地描述整个封闭体系，测量仪器（观察者）也是由波函数
描述，测量仪器和被测体系之间存在某种关联。波函数始终遵从薛定谔方程进行演

化，从未塌缩。测量时被测量体系的波函数的不同分量和测量仪器（观测者）波函数

的不同分量联系在一起并继续按照薛定谔方程进行演化。这必然导致宇宙有无穷多的

分支。测量完成后测量仪器处于类似于经典物理描述的状态，对于这一点传统学派和

多世界理论有着完全不同的解释。关于“退相干”（decoherence）理论的综述请见 W.
H. Zurek, Rev. Mod. Phys. 75, 715 (2003)。
物理学界对艾弗雷特多世界理论的反应是异常的冷淡。艾弗雷特 1959 年曾经前

往哥本哈根与玻尔见面，但玻尔对他的理论不作任何评论。艾弗雷特获得博士学位

后，离开物理界进入美国五角大厦工作，后来在金融界、电脑界工作。艾弗雷特长年

抽烟与酗酒，1982 年心脏病发作死于家中。他育有一子一女，但从未在子女面前谈起
他的物理理论。

3.3 薛定谔和他的波动方程

在双缝实验中，我们谈到了态叠加原理，它要求描述一个物理过程的各个量子波

函数的叠加还是描述这个物理过程的波函数。同时我们也提到量子力学测量假设：当

对一个量子体系进行测量时，量子体系迅速“塌缩”到测量操作的本征态。例如，当

电子打到屏幕时，电子具有一定的空间分布的波包会瞬间“塌缩”到屏幕上一点。但

我们还没有提到从电子枪出射后但在打到屏幕之前，电子的运动满足什么规律？我们

在双缝实验中采用平面波近似计算了次主极大峰的未知，这实质上是假设电子是自由

粒子。但如果我们在双缝和屏幕之间加上一个电磁场或考虑重力势场，在这种情况下

我们应该如何计算电子波函数的演化呢？这需要我们知道物理体系的动力学。动力学

描述这个物理体系的相互作用形式以及它是如何随时间演化的。物理学并不仅仅是解

释实验现象的科学，更重要的是物理学可以做出预测，这是物理学的精髓所在，因此

动力学是整个物理学的根本。本节中我们介绍一下非相对论性的量子力学的动力学方
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程——薛定谔方程。

物理学的任务是对纷繁芜杂的已知现象进行归纳总结，从中抽取出隐藏的客观规

律，并且依据所得的物理规律来预言未知的可以观测的实验现象。所以，基本的物理

规律都是猜测得出的，无法在数学上严格证明。例如大家熟悉的牛顿第二定律，

F⃗ =ma⃗ (3.3.1)

就是一个假设。19 世纪后期一群法国人用最小作用量原理将经典力学重新梳理、包
装了一下，使整个理论看起来非常优美，但最小作用量原理还是一个假设，虽然它听

起来比牛顿第二定律深邃很多。薛定谔方程也是物理学上的一个假设，明显的证据就

是薛定谔对徳布罗意波的理解都是错误的。我们无法从经典物理推导出薛定谔方程，

但薛定谔方程和经典物理方程非常类似，我们可以猜测薛定谔如何通过类比得出它。

在介绍德布罗意著名的波动方程之前，我们首先回顾一下关于量子世界的已知信

息，判断德布罗意波的波动方程应该满足什么条件：

1. 平面波是自由粒子的波动方程的解（光子双缝干涉实验）：

ψ(x, t) = Aei(kx−ωt) = ϕ0e
i
h̄ (px−Et); (3.3.2)

2. 德布罗意关系（戴维森-葛莫实验）：

p = h̄k =
h
λ

(3.3.3)

3. 爱因斯坦关系（康普顿散射）：

E = h̄ω (3.3.4)

4.“态叠加原理”的要求波动方程一定是波函数的线性方程. 我们要得到的波动方
程是要描述“波包”的运动规律，又因为“波包”是不同频率的德布罗意波的

叠加产物，这就要求波动方程必须是德布罗意波的线性方程。

5. 我们必须假设，波函数 ψ(x, t) 是对 t0 时刻的量子体系的完备描述。我们希望

找到具有预测能力的波动方程，那么量子波动方程一定只能包含时间的一阶导

数。时间的一阶导数意味着我们只需要给定波函数的初始状态，波函数随时间

演化的性质就完全确定下来了。如果一个系统需要在两个时刻才可以完全确定

下来，那么就会产生因果关系的问题。这就要求波函数的波动方程只能含有时

间的一阶导数。量子力学假设一个物理体系在某 t0 时刻的波函数 ψ(x, t0) 必须

要能够完备地描述整个体系的物理性质，但明显 ψ(x, t0) 中并不包括波函数的

时间导数信息。但如果波动方程含有时间的二次导数

�2ψ(x, t)
�t2

= · · · (3.3.5)

那么就要求除波函数之外我们还必须知道 t0 时刻波函数时间导数的性质

ψ(x, t) ∼ f

ψ(x, t0), �ψ(x, t)�t

∣∣∣∣∣∣
t0

。 (3.3.6)
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但波函数时间导数依赖于波函数在不同时刻的信息，

�ψ(x, t)
�t

∣∣∣∣∣∣
t0

=
ψ(x, t0+ ϵ)−ψ(x, t0)

ϵ

∣∣∣∣∣∣
ϵ→0

, (3.3.7)

这明显要求在 t0 时刻除 ψ(x, t0) 之外，我们还需要了解非常靠近 t0 时刻的波函

数信息。这一点就和“ψ(x, t) 是 t0 时刻量子体系的完备描述”的假设相矛盾。

我们或者认为 ψ(x, t0) 无法完备地描述物理体系，或者必须放弃物理学的预测

能力。注意：波动方程描述量子体系的动力学规律，任何动力学方程都无法给

出所考虑物理体系的边界条件（无论是空间或时间），这些边界条件必须人为输

入（或实验制备）。

6. 从测量角度考虑，我们也无法给出波函数一阶导数数值。我们必须在 t0 前对量

子体系进行测量。但量子测量必然会改变量子系统的波函数。在经典物理中我

们假设测量不会改变研究对象的运动状态。虽然牛顿定律含有时间的二阶导数，

但由于我们可以同时测定研究对象的位置和动量，从而完全决定物体当前以及

未来的运动状态。不幸的是，在量子力学中，由于波粒二象性，我们无法同时

测定一个粒子的位置和动量，

∆x∆p ≥ h̄
2
, (3.3.8)

所以我们必须放弃时间的二阶导数形式，这意味着我们要得到的波动方程一定

是非常特殊的。

7. 此外，波函数是几率波，并非是描述物理量的波。我们可以定义和观测几率的
变化，但几率变化的“加速度”却没有任何意义的。注意：薛定谔提出他著名

的波动方程时并不知道几率诠释。

�
1926 年薛定谔写下他著名的波动方程时，他将德布罗意波视作为物理量的波，他也
不知道海森堡的测不准原理和矩阵力学。玻恩几年后才提出波函数的几率诠释。薛定

谔能够得到时间一阶导数的原因应该是基于非相对论性的能动关系。

�
海森堡的原始文章非常难懂，这并不是因为海森堡表述能力不佳。海森堡能言善道，

口才极佳。他并不清楚他发现的测不准原理是否正确，对位置和动量不对易的性质感

到困惑，所以他在文章中故意写的含混不清。狄拉克首先意识到位置和动量不对易性

质是量子力学的根本所在，并利用他的数学天赋将这个量子理论梳理清楚。

3.3.1 自由运动粒子：V (x) = 0

我们首先考虑自由粒子的理想情况。显而易见，我们应该从无质量光子的电磁波

动方程出发。电磁波遵从麦克斯韦方程组，为简便起见，我们仅仅考虑沿着 x 方向的
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电场 E⃗(x)，其波动方程为

�2

�x2
E⃗(x, t)− 1

c2
�2

�t2
E⃗(x, t) = 0, (3.3.9)

其解为平面波

E⃗(x, t) = E⃗0e
i(kx−ωt). (3.3.10)

描述等相面运动速度的群速度为

vph =
ω
k

(3.3.11)

电磁波的群速度为 v = c。利用普朗克-爱因斯坦关系和德布罗意假设，我们可以得到(
�2

�x2
− 1
c2
�2

�t2

)
E⃗(x, t) =

(
p2 − E

2

c2

)
E⃗(x, t) = 0 (3.3.12)

或者

E2 = c2p2. (3.3.13)

下面考虑一个有质量粒子的情况。

第一种尝试：我们需要找到一个波动方程算子，它作用到德布罗意波 ϕ(x, t) 上

可以得到

E2 = c2p2+m2
0c

4. (3.3.14)

我们发现只要在电磁场的波动方程算子中加入一个常数项就可以满足上面关系式，(
�2

�x2
− 1
c2
�2

�t2
−
m2

0c
2

h̄2

)
ϕ(x, t) = − 1

h̄2

(
p2 − E

2

c2
+m2

0c
2
)
ϕ(x, t) = 0, (3.3.15)

其中 ϕ(x, t)表示有质量粒子的德布罗意波。这个方程被称作为“克莱恩-高登”（Klein-
Gordon) 方程，描述的是一个有质量的相对论性运动的粒子，并不适用于我们本课程
所讨论的非相对论性量子力学。特别值得注意的是，这个方程将给出两个能量解，

E = ±
√
p2c2+m2

0c
4 (3.3.16)

其中负数解表示反粒子。虽然现在我们知道自然界中存在反粒子，但在非相对论极限

下，使用克莱恩-高登方程非常不便利。
第二种尝试：我们在公示3.3.9中作如下替换（理论猜测）

E⃗(x, t) → ψ(x, t),

c → v, (3.3.17)
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则有

�2ψ(x, t)
�x2

=
1
v2
�2ψ(x, t)
�t2

。 (3.3.18)

假设描述有质量粒子的德布罗意波函数为平面波的形式，将平面波解代入到上述方程

中，则有

(ik)2 =
1
v2

(−iω)2 , (3.3.19)

即

k2 =
ω2

v2
=⇒ ω = vk。 (3.3.20)

显而易见，上式与爱因斯坦关系、徳布罗意关系相矛盾，因为

E =
p2

2m
=

(h̄k)2

2m
= h̄ω =⇒ ω =

h̄k2

2m
。 (3.3.21)

矛盾根源在于电磁波动方程的右边是对时间的二次导数。为了得到爱因斯坦关系，徳

布罗意波的运动方程应只包含对时间的一次导数，

�2ψ(x, t)
�x2

= D
�ψ(x, t)
�t

, (3.3.22)

其中 D 为待定参数。值得注意的是，此方程形式是从经典力学的能动关系出发进行

扩充的必然结果。

将平面波解代入到上述波动方程中可得

(ik)2 = D(−iω) (3.3.23)

即

D =
k2

iω
=

1
i
2m
h̄

=
(
−2m
h̄2

)
i h̄。 (3.3.24)

注意：D 表达式中出现了普朗克常数，是因为我们将爱因斯坦关系和德布罗意关系应

用在非相对论性能动关系中，

h̄ω =
h̄2k2

2m
。 (3.3.25)

这样我们就得到了描述自由粒子的薛定谔方程

i h̄
�

�t
ψ(x, t) = − h̄

2

2m
�2

�x2
ψ(x, t) . (3.3.26)

我们注意到在薛定谔方程中没有动量 p。因为普朗克常数具有作用量或角动量的量

纲，故而[
i h̄
�

�t

]
= [能量] , (3.3.27)
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因此等式右方应该是自由粒子的动能，即

− h̄
2

2m
�2

�x2
=
p2

2m
. (3.3.28)

所以薛定谔方程告诉我们：应该将经典物理动量替换成微分算符，

p −→ p̂ = −i h̄ �
�x

. (3.3.29)

这和我们从德布罗意波包中得到的信息是一致的。因为不确定关系“∆x ·∆k ∼ 1”要

求，在给定坐标位置时，动量无法确定。此外，在索末菲利用半经典近似求解氢原子

能级时，我们已经注意到电子的德布罗意波长是随着电子在库仑势场中的位置而变化

的，所以为了通过坐标位置得到动量，我们引入了微分算子 p̂ = −i h̄�/�x，并将之作

用在波函数上得到“局域波长”所对应的动量。在半经典物理图像中，电子在远离原

子核时，动能变小，运动缓慢，其波长变长（λ= h/p）；电子在靠近原子核时，动能

变大，运动加快，波长变短。注意，虽然这个图像比较直观，但我们要切记几率诠释

要求我们放弃轨道的概念，所以上面的理解只是帮助我们理解而已。我们马上会讨论

如何从几率波的角度理解上述结果。

�
薛定谔方程的基础是：

• 爱因斯坦关系：E = h̄ω

• 德布罗意关系：p⃗ = h̄k⃗

• 非相对论能动关系：E =
p2

2m
=⇒ h̄ω =

h̄2k2

2m
薛定谔方程仅仅是一个微分方程，并不对任何物理量进行量子化，量子化取决于具体

物理系统的具体边界条件。

3.3.2 任意势场中运动粒子 V (x) , 0

上述的类比是无法推广到一般性势场的情形，特别是当势场依赖于时间变量时徳

布罗意波不再是简单的平面波解形式。薛定谔假设他的波动方程对于非零势场时也是

成立的，在动能项后简单粗暴地加上势能项后得到

i h̄
�

�t
ψ(x, t) =

[
− h̄

2

2m
�2

�x2
+V (x)

]
ψ(x, t) 。 (3.3.30)

与其他任何物理理论一样，薛定谔的猜测是否正确取决于薛定谔方程是否可以解释已

知的实验现象，其理论预言是否被未来的实验测量所验证。

为了验证他发现的波动方程是否正确，薛定谔详细计算了氢原子的能级。计算结

果表明：对于库伦势，

V (r) = −Ze
2

r
(3.3.31)
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存在 n2 个单值解，这些解满足 r→∞ 时 ψ→ 0（即束缚解），而且解所对应的能级

为

En = −
Z2e4me

2n2h̄3
, (n= 1,2, · · · ), (3.3.32)

除此之外无其他束缚解。Bravo! What a magnifcant discovery. 虽然薛定谔并不理解
德布罗意波的物理含义，但非常幸运的是求解束缚态能级并不需要用到波函数的几率

性质。可以想象，薛定谔得到这一结果时定是欣喜若狂。

虽然上面给出的薛定谔方程已经非常漂亮，但人们做了进一步的精简抽象后得到

了如下的物理学经典之作：

i h̄
�

�t
ψ = Ĥψ. (3.3.33)

这里 Ĥ 被称作为哈密顿算符（Hamiltonian），量纲为能量。因为物理体系的波函数
不再局限于坐标空间或动量空间，将薛定谔方程改写为上述形式使薛定谔方程适用范

围更为广泛。按照“物理学第零定理”，公式 (3.3.33) 明显比薛定谔原始公式 (3.3.30)
更加“高大上”，其物理意义更加深邃和适用范围更加广泛。注意：薛定谔方程将物

理学中最基本、也是最难以理解的两个基本常数——能量和时间——通过普朗克常数

h 联系起来：

1. 时间仅仅是参量，并不是体系的动力学变量。这相当于假设在量子体系之外存
在一块“表”，在特定时刻我们按下开始键并进行测量。

2. 量子系统的能量决定了体系状态随时间演化的行为。波函数 ψ 含有量子体系能

量的所有信息，哈密顿算符是将之抽取出来的工具。

物理学公式的重要性和其长度成反比。

Theorem 3.1 物理学第零定理

♣

�
参加宴会或其他公众场合时，如果有人问我们：“听说你是搞物理的，什么是黑洞？什

么是大爆炸理论？大爆炸之前是宇宙处在什么状态？上帝粒子是什么？大型强子对撞

机是否会在地球上产生黑洞？是否会毁灭地球？”我们可以愉快地和这些朋友胡吹乱

侃。但如果有人问起时间或能量是什么，我们最好转移话题——哈哈，今天天气真好。

“能量”一词被人们在生活中广泛使用，例如说谁的能量很大、向社会传递正

能量等等，但如何定义能量呢？按照牛津字典的定义：“Energy is a body’s power of
doing work by virtue of stresses resulting from its reaction to other bodies”；百度定义
为：“能量描述一个物体对另外一个物理做功的能力”。但什么又是功呢？

时间也是非常难以定义和解释。牛津字典的定义是：“Time: the progress of
continued existence viewed as affecting persons or things”。这和废话没有什么区别嘛！
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奥古斯丁在他的《忏悔录》第 11卷中写道：“What is time? If no one asks me, I know.
As soon as someone asks the question, and I want to explain it, I no longer know.”

3.4 几率波函数和薛定谔方程的性质

3.4.1 几率波函数的性质

在一般情况下，几率波函数应该满足：连续，单值和有界。下面我们分别讨论一

下这三点的含义。

单值

虽然我们将波函数解释为几率波，但是这并不意味着波函数的数值是随机的。

在一个物理体系的参数空间中任意一点处，波函数的数值必须是唯一确定的，否则

我们就丢失了物理学规律的预测能力了。如果遇到一个波函数可以在某参数点可以

取多个数值，那么就意味着（1）构造的理论模型是错的，（2）物理体系还有未曾
考虑的内部自由度（或新的物理参数），换言之，已有的波函数并不能完备地描述

物理体系。例如，在量子世界中我们会遇到全新的物理现象，微观粒子可以用内部

的自旋空间。对自旋不为零的粒子的完整描述应该包括我们传统的时空坐标空间和

粒子内部的自旋空间。如果我们仅仅考虑坐标空间的波函数而忽视自旋空间的波

函数，那么自然可能得到坐标空间波函数是多值的。对于周期运动粒子来说，当物

理体系在参数空间中绕一个闭合回路回到初始参数点时，波函数的数值应该保持不变。

�
目前基本粒子世界中存在三种强相互作用、弱相互作用和电磁相互作用，每种相互作

用都发生在一个独立的希尔伯特空间。如果我们写出基本粒子的波函数，它应该如

下：

ψ = ψx ⊗ψy ⊗ψz ⊗ψspin ⊗ψcolor ⊗ψflavor ⊗ψweak ⊗ψhypercharge ⊗ · · · (3.4.1)

确保 |ψ(x, t)|2 取值不变的情况下，波函数 ψ(x, t) 可以乘以任意的相位因子，例

如 eiαψ(x, t)，两者具有相同的几率密度：

|eiαψ(x, t)|2 = |ψ(x, t)|2. (3.4.2)

这意味着这两个波函数表示相同的几率波，即相同的量子态。量子力学中的绝对相位

没有意义，这也正是规范场论中的规范不变性。其次，我们物理观测的几率都是相对

几率，所以我们需要对波函数进行归一化。归一化后几率密度相同的波函数也是等价

的。图形3.4中三个波函数是完全等价的。波函数归一化示例请见程老师教科书。
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30 3 More on the Schrödinger Equation

principle, known e.g. from the description of classical waves, has far-reaching
consequences in quantum mechanics. Properties of the microscopic world which
for our everyday understanding are very ‘bizarre’ are largely due to the seemingly
trivial fact of linearity. Incidentally, due to this linearity, the total wave functions
! and c! are physically equivalent, or to be more precise, they must be physically
equivalent; see Fig. 3.1.
Being a linear equation, the SEq always has the solution ! ≡ 0, the so-called
trivial solution. This solution does not describe a physical state, as one can for
example add arbitrary multiples of it to any other state without changing anything
physically. In other words, if it turns out that the state of a physical system is
described by the trivial solution, then we know that this state does not exist.

2. The SEq is a differential equation of first order in time. This means that for
a given initial condition ! (r, t = 0), the wave function ! (r, t) is determined
for all times (greater and less than zero). In other words, in the time evolution of
! (r, t), there are no stochastic or random elements — by specifying ! (r, t = 0),
one uniquely defines the wave function for all past and future times.

3. The SEq is a differential equation of second order in space. To describe a specific
given physical situation, the solution must satisfy certain boundary conditions.

4. The SEq determines, as we shall see below, which results are generally possible,
but not which result will be realized in an actual measurement. This information
must therefore come from somewhere else.1

Fig. 3.1 Schematic representation of three physically-equivalent wave functions !(x), 1
2 !(x),

−!(x)

1 One can summarize the difference between classical mechanics and quantum mechanics in a bold
and simple way as follows: Classical mechanics describes the time evolution of the factual, quantum
mechanics (i.e. the SEq) describes the time evolution of the possible.

图 3.4: 等价的不同几率波函数

有界

概率论是定性定量地处理一个观测体系的不确定度的工具。通常我们称一个永远

不会发生的事件 X 为其概率为 0，记作 P (X) = 0，如果该事件必定发生，则其概率

为 1，记作 P (X) = 1。对所有可能性进行求和后，总概率必然要满足

N∑
i

Pi = 1, （归一化）。 (3.4.3)

几率波的波函数模方表示粒子出现在参数空间某点处的概率密度。因为非相对论量子

力学中，粒子不会凭空产生，也不会自动消失，所以总几率守恒，这要求在全部参数

空间对波函数模方积分的结果必然为 1,∫ +∞

−∞

∣∣∣ψ(x, t)∣∣∣2dx = 1。 (3.4.4)

这要求几率波的波函数是平方可积的，即波函数模方的积分结果是有限的。注意：这

并不要求波函数在整个参数空间中没有奇点。虽然波函数可能在参数空间中某点处有

奇点，但只要其模方积分是有限的就可以了。在坐标空间中我们通常会遇到两个特殊

参数点，原点（r = 0）和无穷远处（r→∞）。
• r→ 0 处有奇点。假设波函数在 r = 0 处的渐进行为是

1
rs

(3 维)， 1
ρs

(2 维)， 1
xs

(1 维)， (3.4.5)

那么平方可积性要求

3 维 :
1
r2s
× r3 = r3−2s 有限 =⇒ s <

3
2
，

2 维 :
1
ρ2s
× ρ2 = ρ2−2s 有限 =⇒ s < 1，

1 维 :
1
x2s
× x = x1−2s 有限 =⇒ s <

1
2
。 (3.4.6)
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• r→∞ 处有奇点。假设波函数在 r = 0 处的渐进行为是

1
rs

(3 维)， 1
ρs

(2 维)， 1
xs

(1 维)， (3.4.7)

则波函数平方可积性要求

3 维 : s >
3
2
，

2 维 : s > 1，

1 维 : s >
1
2
。 (3.4.8)

在物理问题中我们所遇到的波函数非常复杂，我们一般需要通过 r → 0 和 r →∞ 的
渐进行为来猜测待求解的波函数的形式。

连续

连续性是否有意义取决于我们是否可以观测到描述波函数所需的参数空间。我们

课程后期还会遇到许多不是用粒子坐标定义的抽象空间，例如粒子的自旋空间。因为

我们无法“看到”自旋空间内部，也就不能像坐标空间那样具体写下自旋空间中的波

函数。我们只能借助各种物理观测量来间接地推测自旋空间波函数结构，再使用抽象

的态矢量代表自旋波函数，自然也就无从谈及波函数是否是连续性。所以我们这里所

谈的连续性仅适用于坐标空间或动量空间的波函数。

当不计内部抽象空间、仅仅考虑坐标空间波函数时，如果波函数是不连续的，就

意味着波函数导数有奇点，这导致我们无法求解二阶偏微分型的薛定谔方程。另外，

波函数几率诠释也要求波函数是连续的。设参数空间中 x0 处波函数不连续，那么

lim
ϵ→0

∣∣∣ψ(x0 − ϵ)∣∣∣2 , lim
ϵ→0

∣∣∣ψ(x0+ ϵ)
∣∣∣2 (3.4.9)

即 x0 处几率密度的左极限不等于右极限，导致
∣∣∣ψ(x0)∣∣∣2 几率密度无法定义。

3.4.2 几率密度和几率流通矢

德布罗意波最重要的性质是有界，可归一化，否则我们就无从谈及几率了。薛定

谔方程仅仅是几率波的线性方程，满足态叠加原理，但薛定谔方程对波函数是否是归

一的没有任何要求。态叠加原理和波函数几率诠释完全是独立的。虽然薛定谔方程控

制着波函数随时间演化的性质，但它并没有明显地保证波函数的归一化属性。下面我

们讨论一下，当波函数随时间演化时，薛定谔方程是否可以保证波函数的归一化性

质？简单地讲，初始时刻归一化的波函数随时间演化一段时间后，是否还是可以归一

化的？

我们考虑在全空间中发现粒子的几率随时间的变化，

d
dt

∫ +∞

−∞

∣∣∣ψ(x, t)∣∣∣2dx = ∫ +∞

−∞

�

�t

∣∣∣ψ(x, t)∣∣∣2dx. (3.4.10)
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因为

�

�t

∣∣∣ψ(x, t)∣∣∣2 = �

�t
(ψ∗(x, t)ψ(x, t)) = ψ∗(x, t)

�ψ(x, t)
�t

+
�ψ∗(x, t)

�t
ψ(x, t), (3.4.11)

将薛定谔方程和她的复共轭形式

�ψ(x, t)
�t

=
i h̄
2m

�2ψ(x, t)
�x2

− i
h̄
V (x)ψ(x, t)

�ψ∗(x, t)
�t

=
−i h̄
2m

�2ψ∗(x, t)
�x2

+
i
h̄
V ∗(x)ψ∗(x, t) (3.4.12)

代入到上面方程中，并且假设势函数是实数（V (x) = V ∗(x)），我们可得

�

�t

∣∣∣ψ(x, t)∣∣∣2 =
i h̄
2m

(
ψ∗(x, t)

�2ψ(x, t)
�x2

−
�2ψ∗(x, t)
�x2

ψ(x, t)
)
,

=
�

�x

[
i h̄
2m

(
ψ∗(x, t)

�ψ(x, t)
�x

−
�ψ∗(x, t)
�x

ψ(x, t)
)]
。 (3.4.13)

这就是定域几率守恒关系。定义几率密度 ρ(x, t) 和几率流 j(x, t)（又名几率通量矢，

Probability flux vector）

ρ(x, t) =
∣∣∣ψ(x, t)∣∣∣2

j(x, t) = − i h̄
2m

(
ψ∗(x, t)

�ψ(x, t)
�x

−
�ψ∗(x, t)
�x

ψ(x, t)
)

=

(
h̄
m

)
ℑ

(
ψ∗(x, t)

�

�x
ψ(x, t)

)
=

1
m
ℜ (ψ∗p̂ψ) , (3.4.14)

我们得到非常熟悉的连续性方程

�ρ(x, t)
�t

+
�j(x, t)
�x

= 0 , (3.4.15)

或者是三维空间形式

�

�t
ρ(r⃗, t) + ∇⃗ · j⃗(r⃗, t) = 0。 (3.4.16)

“流”应该是和速度或动量联系在一起。上面我们提到将动量变为微分算符

p̂ = −i h̄ �
�x

, (3.4.17)

所以将几率流对全空间积分后得∫ +∞

−∞
j⃗(x, t)d3r⃗ =

⟨
p⃗
⟩
t

m
, (3.4.18)

其中
⟨
p⃗
⟩
t 表示 t 时刻动量的平均值。我们下节课将详细讲述力学量平均值。
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为了更好地看出几率流的物理图像，我们将波函数写作如下形式

ψ(x, t) =
√
ρ(x, t) exp

[
i
S(x, t)
h̄

]
, (3.4.19)

其中 S 为实数，量纲为角动量（经典作用量）。因为

ψ∗(x, t)∇ψ(x, t) =

(√
ρ(x, t) e−

iS(x,t)
h̄

)
∇
(√
ρ(x, t) e

iS(x,t)
h̄

)
=

(√
ρ(x, t) e−

iS(x,t)
h̄

)[(
∇
√
ρ(x, t)

)
e
iS(x,t)
h̄ +

√
ρ(x, t)

(
∇e

iS(x,t)
h

)]
=

√
ρ(x, t)

(
∇
√
ρ(x, t)

)
+ ρ(x, t)

i
h̄
(∇S(x, t)) , (3.4.20)

所以几率流为

j⃗(x, t) =
h̄
m
ℑ (ψ∗(x, t)∇ψ(x, t)) =

ρ(x, t)
m
∇S(x, t)。 (3.4.21)

这意味着波函数相位的空间变化部分决定了几率流，相位变化越强烈（德布罗意波长

越短），几率流越大。t 时刻空间中 x 处的几率流方向是垂直于 x 处的等相面。平面

波

ψ(r⃗, t) ∼ exp
[ i
h̄
(p⃗ · r⃗ −Et)

]
(3.4.22)

的相位为

S(r⃗, t) = (p⃗ · r⃗ −Et), (3.4.23)

所以相位的空间变化为

∇S(r⃗, t) = p⃗. (3.4.24)

这正是平面波的直观物理图像：平面波在空间中各处出现几率相等，几率流就是动量。

对全空间积分并利用波函数在无穷远处的自然边界条件

lim
x→±∞

ψ(x, t)→ 0, (3.4.25)

可得

d
dt

∫ +∞

−∞

∣∣∣ψ(x, t)∣∣∣2dx = j(+∞, t)− j(−∞, t) = 0, (3.4.26)

这意味着，非相对论性的量子力学中粒子数守恒，薛定谔方程自动保证波函数的归一

化。

�
连续性方程在物理学中的应用

我们在物理学的各个领域都会遇到连续性方程。请总结一下你遇到过的连续性方

程。
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3.4.3 复数势场⋆

现在考虑复数势场中粒子的几率问题。复数势场经常被人们用来描述不稳定系

统，例如寿命有限的共振态。在核物理和粒子物理中，我们经常会遇到共振态，它们

曾经在早期宇宙中大量存在，但随着宇宙膨胀而逐渐衰变消失了，今时今日已经很难

在宇宙中寻觅它们的踪迹。但幸运地是，我们可以在实验室内部制造这些共振态，并

仔细研究它们的属性。

为简单起见，我们假设复数势场的虚部为常数，即

V (x) = VR(x)− iVI 。 (3.4.27)

重复前面计算可得，

�ρ(x, t)
�t

= −
�j(x, t)
�x

+
i
h̄
(ψ(x, t)ψ(x, t)) (V ∗(x)−V (x))

= −
�j(x, t)
�x

− 2VI
h̄
ρ(x, t). (3.4.28)

将上式对全空间积分，并定义

P (t) ≡
∫ +∞

−∞
ρ(x, t)dx, (3.4.29)

可得

dP (t)
dt

= −2VI
h̄
P (t) = −λDP (t) = −

1
τD
P (t), (3.4.30)

其中 λD 和 τD 分别是描述一个不稳定粒子的衰变率（decay rate）和平均寿命（mean
lifetime）,

λD ≡
2VI
h̄
≡ 1
τD
。 (3.4.31)

不稳定粒子的概率随时间按指数形式减少

P (t) = P (0)e−λDt = P (0)e−
t
τD。 (3.4.32)

这和我们熟悉的辐射的指数衰减定律非常相似。此外，复数势场虚部 VI 和寿命 τD

之间满足

VI · τD =
h̄
2
。 (3.4.33)
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3.5 定态薛定谔方程

含时薛定谔方程中的势函数 V (x, t) 可以依赖于时间，但求解随时间变化势场中

的运动粒子的薛定谔方程是比较复杂，我们在课程后期会介绍使用含时微扰的方法处

理这一类问题。非常幸运的是，物理世界中我们经常会遇到势函数不依赖于时间的情

形，例如氢原子中的库伦势始终与时间无关，这时我们就可以分离空间和时间变量来

简化薛定谔方程并求解出波函数。这就是我们这一节要讨论的不含时薛定谔方程问题

（也成为定态薛定谔方程）。

设势函数不随时间变化时，即 V (x, t) = V (x)，薛定谔方程为

i h̄
�

�t
ψ(x, t) = Ĥψ(x, t) =

[
− h̄

2

2m
�2

�x2
+V (x)

]
ψ(x, t). (3.5.1)

上式左方是时间的偏导数，而右方这和空间的偏导数有关。因此我们可以分离波函数

中时间分量和空间变量，如下所示

ψ(x, t) = ψ(x)T (t). (3.5.2)

将之代入到薛定谔方程中得

i h̄

T (t)

dT (t)

dt
=
Ĥψ(x)

ψ(x)
=常数。 (3.5.3)

注意左方是和时间有关的函数，而右方仅仅和空间有关，为使等式成立，两者必须等

于常数。我们用 E 来标记这个常数，因为它是体系的能量。简单积分后可得时间依

赖关系

T (t) = e−i
Et
h̄ , (3.5.4)

所以体系波函数是

ψ(x, t) = ψE(x)e
−i Eth̄ , (3.5.5)

其中 ψE(x) 满足不含时薛定谔方程（定态薛定谔方程）

ĤψE(x) =

[
− h̄

2

2m
�2

�x2
+V (x)

]
ψE(x) = EψE(x). (3.5.6)

3.5.1 定态性质：

(1) 能量是体系确定的能量
将能量算符作用在波函数上得到体系能量

ÊψE(x, t) = i h̄
�

�t

(
ψE(x)e

−i Eth̄

)
= EψE(x, t) (3.5.7)
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所以能量算符 n 次方的平均值为⟨
Ên

⟩
=

∫ +∞

−∞

(
ψE(x)e

i Eth̄

)(
i h̄
�

�t

)n (
ψE(x)e

−i Eth̄

)
dx

= En
∫ +∞

−∞

∣∣∣ψE(x)∣∣∣2dx
= En. (3.5.8)

明显能量测量的涨落 ∆E = 0，这意味 ψE(x) 是能量的本征态，而且能量本征值是与

时间无关的薛定谔方程的独立参数。

(2) 定态的几率密度与时间无关
几率密度是

ρ(x, t) =
∣∣∣ψE(x, t)∣∣∣2 = ∣∣∣ψE(x)∣∣∣2 e−i Eth̄ ei Eth̄ =

∣∣∣ψE(x)∣∣∣2 . (3.5.9)

在 ψE(x) 态中测量任何物理量的平均值都是与时间无关的，⟨
Ô
⟩
t

=

∫ +∞

−∞

(
ψE(x)e

i Eth̄

)
Ô

(
ψE(x)e

−i Eth̄

)
dx

=

∫ +∞

−∞
ψ∗E(x)ÔψE(x)dx, (3.5.10)

所以人们通常将 ψE(x) 称作为定态。

(3) 能量本征值是定态薛定谔方程的独立参数，每一个 E 值都对应于一个单独解

ψE(x)，此即定态解的正交性和完备性。

设 ψn 和 ψm 都是定态薛定谔方程的同一能量 E 的两个解，

Ĥψn = Enψn ,
(
Ĥψm

)∗
= Emψ

∗
m. (3.5.11)

在上面两个公式左右分别乘以波函数 ψ∗m 和 ψn 可得

ψ∗Ĥψn = Enψ
∗
mψn ,

(
Ĥψm

)∗
ψn = Emψ

∗
mψn. (3.5.12)

两式相减后等式左边是

左边 =

∫ [
ψ∗mĤψn −

(
Ĥψm

)∗
ψn

]
dr⃗

= − h̄
2

2m

∫ (
ψ∗m∇2ψn −

(
∇2ψ∗m

)
ψn

)
dr⃗

= − h̄
2

2m

∫
∇⃗ ·

(
ψ∗m∇⃗ψn −

(
∇⃗ψ∗m

)
ψn

)
dr⃗

= − h̄
2

2m

∮ (
ψ∗m∇⃗ψn −

(
∇⃗ψ∗m

)
ψn

)
dS⃗ = 0 (3.5.13)



曹
庆
宏

讲
义
草
稿

请
勿
传
播

3.6 力学量算符和平均值 –23/27–

则右边也必定为零，即有

右边= (Em −En)
∫
ψ∗mψndx = 0. (3.5.14)

当 En , Em 时，ψm 和 ψn 正交；En = Em 时，如果波函数无简并，那么 ψm = ψn，如

果有简并，我们可以在简并波函数中重新选取基矢使得这些波函数正交。

完备性在后期课程的形式理论部分详细阐述。这样我们得到一个结论：“Ĥ 的所

有线性无关的定态解组成一个完备集”。含时薛定谔方程的一般解为

ψ(x, t) =

∑
E

+

∫
dE

ψE(x)e−i Eth̄ , (3.5.15)

其中对所有可能的束缚态和连续态（又称散射态）求和。它包含了不同能量所对应的

ψE(x)，所以不再是能量本征态且 ∆E , 0。由于各项的相位变化快慢不同，几率密度

会出现叠加导致的量子干涉项，呈现非平庸的时间依赖关系。

3.6 力学量算符和平均值

物理量是描述体系状态的可观测量，所以它是可以用数字表示。在经典物理中的

单粒子系统，在任一时刻测量物理量都会得到唯一的数。但在量子力学中，物理体系

的波函数是确定的，它随时间演化性质完全由薛定谔方程确定，在给定初态波函数后

就可以得到以后所有时刻的波函数。但给定坐标波函数后测量位置和动量等物理量却

是不确定的。玻恩几率诠释告诉我们波函数模方给出了粒子在空间某点处出现的几率

密度。但在物理学中我们并不仅仅满足于描述粒子的空间位置，我们需要知道关于粒

子的其他方面的物理性质，如动量和能量等。

�
由于历史原因，我们使用“力学量”一词表示各种物理可观测量。在早期量子力学

发展时期，人们并不知道在坐标-动量空间之外还存在着许多抽象空间，例如我们后
期课程将要遇到的自旋空间，所以人们习惯性地使用力学量来统称物理观测量。

3.6.1 坐标平均值

既然 ρ(x, t) = |ψ(x, t)|2 是粒子在空间出现的概率密度，它就是通常所谓的“分
布函数”，所以我们可以得到粒子坐标的平均值

⟨x⟩t =
∫ +∞

−∞
xρ(x, t)dx =

∫ +∞

−∞
xψ∗(x, t)ψ(x, t)dx =

∫ +∞

−∞
ψ∗(x, t)x̂ψ(x, t)dx,

这里时间的依赖性完全来自于波函数 ψ(x, t)。注意：上式中的坐标 x̂ 的意义和经典

力学中的粒子的坐标完全不同。它不是确定粒子状态的参数，也不随时间而变化。粒

子的状态由波函数确定，x 为自变量，它与状态无关，对于任何状态，它都同样地由
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−∞ 变到 +∞。因此，我们不能称上式中的 x 为粒子的坐标，而只能说它是粒子坐标

的可能取值，更确切的说法是它是坐标算符，是对波函数的一种运算符号。坐标的任

意函数 f (x) 的平均值是

⟨
f (x)

⟩
t =

∫ +∞

−∞
f (x)ψ∗(x, t)ψ(x, t)dx. (3.6.1)

以高斯波包为例，

|ψ(x, t)|2 = 1
βt
√
π

exp
(
−
(x − p0t/m)2

β2t

)
, βt = αh̄

√
1+

t2

τ2
, (3.6.2)

则 x̂ 的平均值为

⟨x̂⟩t =

∫ +∞

−∞
dx ψ∗(x, t)xψ(x, t)

=

∫ +∞

−∞
dx

(
x −

p0t

m
+
p0t

m

) 1
βt
√
π

exp
(
−
(x − p0t/m)2

β2t

)
=

∫ +∞

−∞
dx

(
x −

p0t

m

) 1
βt
√
π

exp
(
−
(x − p0t/m)2

β2t

)
+

p0t

m

∫ +∞

−∞
dx

1
βt
√
π

exp
(
−
(x − p0t/m)2

β2t

)
=

p0
m
t. (3.6.3)

这就是大家熟悉的运动学规律。推导过程中用到∫ +∞

−∞
ze−z

2
dz = 0. (3.6.4)

同理可得⟨
x̂2

⟩
t
=

(p0
m

)2
+
β2t
2
. (3.6.5)

3.6.2 动量平均值

动量的平均值并不像坐标一样可以直接得到。根据不确定关系，坐标给定时粒子

的动量就不在确定，所以需要引入动量算符 p̂ 来计算动量。但我们有两种计算方法，

1) :
⟨
p̂
⟩
t =

∫ +∞

−∞
p̂x

∣∣∣ψ(x, t)∣∣∣2dx
2) :

⟨
p̂
⟩
t =

∫ +∞

−∞
ψ∗(x, t)p̂xψ(x, t)dx, (3.6.6)

到底那种方法才是正确的呢？

经典物理中运动方程是

dx(t)

dt
=
p(t)

m
, (3.6.7)
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我们看一看量子力学中自由粒子的坐标平均值随时间变化性质如何，

d
dt
⟨x⟩t =

d
dt

∫ +∞

−∞
xψ∗(x, t)ψ(x, t)dx

=

∫ +∞

−∞
dxx

(
�ψ∗

�t
ψ+ψ∗

�ψ

�t

)
=

∫ +∞

−∞
dx

h̄
2mi

(
�2ψ∗

�x2
xψ −ψ∗x

�2ψ

�x2

)
. (3.6.8)

对括号内第一项进行分部积分，

∫ +∞

−∞
dx
�2ψ∗

�x2
(xψ) =

��������*0(
�ψ∗

�x
xψ

)∣∣∣∣∣∣+∞−∞ −
∫ +∞

−∞
dx
�ψ∗

�x

�

�x
(xψ)

= −
∫ +∞

−∞
dx
�ψ∗

�x

(
ψ+ x

�ψ

�x

)

= −
�
�
�

�
��>

0

(ψ∗ψ)

∣∣∣∣∣∣+∞−∞ +

∫ +∞

−∞
dxψ∗

�ψ

�x
−
∫ +∞

−∞
dx
�ψ∗

�x

(
x
�ψ

�x

)

=

∫ +∞

−∞
dxψ∗

�ψ

�x
−
��������*0

ψ∗
(
x
�ψ

�x

)∣∣∣∣∣∣+∞−∞ +

∫ +∞

−∞
ψ∗

�

�x

(
x
�ψ

�x

)
=

∫ +∞

−∞
dxψ∗

�ψ

�x
+

∫ +∞

−∞
dxψ∗

(
�ψ

�x
+ x

�2ψ

�x2

)
= 2

∫ +∞

−∞
ψ∗
�ψ

�x
+

∫ +∞

−∞
dxψ∗x

�2ψ

�x2
, (3.6.9)

将之代入到 d ⟨x⟩t /dt 中可以得到

d ⟨x̂⟩t
dt

=
−i h̄
m

∫ +∞

−∞
dxψ∗

�ψ

�x
=

1
m

∫ +∞

−∞
ψ∗p̂ψ =

⟨
p̂
⟩
t

m
。 (3.6.10)

这个公式首先由保罗. 埃伦费斯特（Paul Ehrenfest）得到，所以通常被称作为埃伦费
斯特第一定理。从中我们得到一个重要结论：如果一个微观粒子的坐标平均值为常数

（不依赖于时间），则该粒子的动量期待值为零。

我们从上面的讨论中得到一个重要的信息。在由波函数 ψ(x, t) 描述的量子体系

中测量动力学变量 Ô，测量平均值为⟨
Ô
⟩
t
≡

∫ +∞

−∞
ψ∗(x, t)Ôψ(x, t)dx, (3.6.11)

其中算符 Ô 仅仅作用在它右边的波函数上。如果算符 Ô 同时依赖于坐标和动量，那

么其平均值为⟨
Ô
⟩
t
≡

∫ +∞

−∞
ψ∗(x, t)Ô

(
x̂,−i h̄ �

�x

)
ψ(x, t)dx. (3.6.12)
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这样我们就可以从波函数 ψ(x, t) 中抽取出物理量 Ô 的信息。这种算符插入方式一点

也不奇怪，因为波函数要比波函数模方包含的信息丰富，特别是波函数模方中会丢失

掉量子物理中最最重要的相位信息。

�
埃伦费斯特是一位非常令人尊敬的物理学家。在群星璀璨的量子英雄时代，埃伦费斯

特并不是一位耀眼的巨星，他的批判才能远大于他的创造才能。他的大多数科学论文

都和基础科学就有关，他在教学方面有很高的声誉，因解决悖论并提出更清晰的描述

而闻名。埃伦费斯特读大学时学习的经典物理理论，但他毕业时恰逢物理学新旧交替

的动荡时期。经典物理的简洁优美让他心醉神迷，整个宇宙看起来井然有序，但量子

力学的不确定性毁掉了整个经典大厦。埃伦费斯特并不相信量子力学，但现实强迫他

必须接受量子力学，还不得不在每日教学中讲授量子力学，这对他是非常痛苦的折

磨。与此同时，埃伦费斯特还要照顾患有唐氏综合症的小儿子 Wassik，这使得他的精
神和肉体上都饱受摧残。真正的物理学家从事物理的目的是为了从世俗中解脱出来，

并为自己绘制一幅简单但可以理解的世界图像。长期的研究已经使物理学家的生命和

所研究对象融为一体。当物理理论和自己期待相冲突时，埃伦费斯特做出了自己的选

择。1933 年 9 月 25 日，埃伦费斯特安排好其他子女后，射杀了自己儿子 Wassik 后
自杀了。虽然不知道这个选择的对错与否，但无疑对于苦苦挣扎、经历内心极大痛苦

的埃伦费斯特来说，这是最好的选择了。其实判断选择是好或坏的标准非常简单——

不后悔的选择就是好的选择。爱因斯坦在悼文中写道：“因为无法容忍内心的冲突而

了结自己的生命，只有最高贵、道德最高尚的人才会这么做。正是由于这种悲剧性的

内心冲突，我们的朋友埃伦费斯特死了。”

下面我们看一下高斯波包的动量平均值和动能平均值。高斯波包波函数为

ψ(x, t) =
1√

αh̄F
√
π

exp
[
i
h̄

(
p0x −

p20t

2m

)]
exp

−
(
x − p0tm

)2
2α2h̄2F

 , (3.6.13)

其中

F = 1+ i
t
t0

, t0 =mh̄α2。 (3.6.14)

高斯波包的动量平均值是⟨
p̂
⟩
t =

∫ +∞

−∞
ψ∗(x, t)

(
−i h̄ �

�x

)
ψ(x, t)dx

=

∫ +∞

−∞
ψ∗(x, t)

p0 − 2
(
x − p0tm

)
2h̄iαF

ψ(x, t)dx
= p0

∫ +∞

−∞
ψ∗(x, t)ψ(x, t)dx − (系数)

�������������������:0∫ +∞

−∞

(
x − p0tm

)
exp

−
(
x − p0tm

)2
α2h̄2F

dx
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= p0, (3.6.15)

所以高斯波包的动量平均值为它的相位项决定，高斯扩散项积分效果为零。虽然波包

不可避免要扩散，但动量平均值保持不变，这也是动量守恒的必然结果。同时这个例

子也说明波函数具有比波函数模方更加丰富的物理信息。

高斯波包的动能平均值为⟨
T̂
⟩
t
=

1
2m

⟨
p̂2

⟩
t
= − h̄

2

2m

∫ +∞

−∞
ψ∗(x, t)

�2ψ(x, t)
�x2

= − h̄
2

2m

(
ψ∗
�ψ

�x

)∣∣∣∣∣∣+∞−∞ +
h̄2

2m

∫ +∞

−∞

�ψ∗

�x

�ψ

�x
dx

=
h̄2

2m

∫ +∞

−∞

∣∣∣∣∣�ψ(x, t)�x

∣∣∣∣∣2dx. (3.6.16)

注意：这对于势函数没有任何要求，因为没有使用到薛定谔方程。从上可得动能分布

T (x, t) ≡ h̄2

2m

∣∣∣∣∣�ψ(x, t)�x

∣∣∣∣∣2 . (3.6.17)

动能分布正比于波函数对坐标导数的模方，在波函数空间分布振荡非常激烈的地方，

粒子动能较大。这和高斯波包扩散的物理图像相符，因为高斯波包扩散是因为波包内

部群速度不一致造成的，群速度较大部分（即动量较大）随时间演化时传播较快，会

出现在波包的前端。又因为波函数收敛性要求，波函数最前段部分要趋于零，所以波

函数的空间部分振荡非常快。

3.2 PLANE WAVES AND WAVE PACKET SOLUTIONS 73

|ψ(x,t)|2 vs. x

Initially narrow
Initially wide

t

Figure 3.1. Spreading Gaussian wave packets illustrated by plots of |ψ(x, t)|2 versus x at two different
times. Note that the initially narrower packet (the solid curve) spreads faster.

|ψ(x,t)|

Re(ψ(x,t))

Im(ψ(x,t))

t

Figure 3.2. The real part (dotted), imaginary part (dashed), and modulus or absolute value (solid) of a
spreading Gaussian wave packet: note how the “wiggliness” is concentrated in the leading edge.

shows that the “leading edge” of the wave packet has a larger “local kinetic
energy” (it’s wigglier) than the “trailing edge”; compare this behavior to the
spreading wave pulse discussed in Section 2.5.2 where the faster components
outpace the slower ones.

To verify that this wave packet spreading arises from a (quantum) wave
mechanics description we also note that:

• In the spirit of Section 1.3, we find for a fixed initial spread or uncertainty
in position, "x0, that t0 → ∞ as ! → 0, so that spreading effects would be
unobservable, consistent with its being a purely quantum effect.

图 3.5: 高斯波包扩散过程中波函数实部（点线），虚部（虚线）和波函数模（实线）。
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