
⾓角动量理论







和     具有共同本征函数Ĵ2 Ĵz



























轨道⾓角动量









⾓角动量耦合和
Clebsch-Gordon系数



经典物理中，两个物体的⾓角动量是作⽤用在同⼀一空间中，
因此总⾓角动量等于各⾃自⾓角动量分量之和
量⼦子⼒力学中，两个物体的⾓角动量作⽤用在不同的
希尔伯特空间
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总⾓角动量为每个⼦子系统⾓角动量的量⼦子化提供参考⽅方向

J⃗1

J⃗2

e⃗3

e⃗2

J⃗1

J⃗2

J⃗

e⃗1

(a) (b)

~J1 = ~J � ~J2

~J2
1 = ( ~J � ~J2)

2 = ~J2 + ~J2
2 � 2 ~J2 · ~J

J1(J1 + 1) = J(J + 1) + J2(J2 + 1)� 2 ~J2 · ~J
~2

~J2 · ~J =
J(J + 1) + J2(J2 + 1)� J1(J1 + 1)

2
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耦合基⽮矢和因⼦子化基⽮矢可以完全描述相同
的希尔伯特空间，所以两者是等价的。

(2j1 + 1)(2j2 + 1)维度：

下⾯面我们讨论在因⼦子化基⽮矢张开的⼦子空间中        
      和    的本征值和本征⽮矢量形式，或者说，
讨论两种基⽮矢之间的转化关系。
~J2 Ĵz

|j1, j2, j,mji =
X

m1,m2

Cj,m
j1,m1,j2,m2

|j1,m1; j2,m2i

Cjm
j1m1j2m2

= hj1m1; j2,m2 |j1j2jmji

Clebsch-Gordon系数：两套基⽮矢之间的变换矩阵



C-G系数
角动量耦合

系数

因为耦合基矢是 Jz 的本征态，而且 Jz ≤ J，所以角动量耦合的总角动量的最大值

应该是 J1z 和 J2z 的最大值之和。总角动量在 z 方向分量最大的态和因子化基矢之间

具有如下关系：

∣∣∣JMax, JMax
z

〉
≡ |j , j〉= |j1+ j2, j1+ j2

〉
= |j1, j1

〉⊗ |j2, j2
〉
.

定义总角动量的升降算符是

J± ≡ Jx ± iJy = (J1x + J2x)± i(J1y + J2y)

= (J1x ± iJ1y)⊗ I2+ I1 ⊗ (J2x ± iJ2y) = J1− ⊗ I2+ I1 ⊗ J2−.

角动量升降算符具有如下性质：

J± |jm
〉
=

√
(j ∓m)(j ±m+ 1) |j ,m± 1〉 ,

将角动量降算符作用在态 |j , j〉 上，

J− |j , j
〉

= (J1−+ J2−) |j1, j1
〉⊗ |j2, j2

〉

上式左方（耦合基矢）等于

J− |j , j
〉
=

√
2j |j , j − 1〉 ,

右方等于

J1− |j1, j2
〉⊗ |j2, j2

〉
+ |j1, j1

〉⊗ J2− |j2, j2
〉

=
√
2j1 |j1, j1 − 1

〉 |j2, j2
〉
+

√
2j2 |j1, j1

〉 |j2, j2 − 1
〉
,

所以我们得到

|j , j − 1〉=
√

j1
j
|j1, j1 − 1

〉 |j2, j2
〉
+

√
j2
j
|j1, j1

〉 |j2, j2 − 1
〉
.

耦合基矢前面的系数就是所谓的 系数。我们继续用角动量降算符作

用在上式两侧就可以得到 2j + 1 个态矢量

|j , j〉 J−−−→ |j , j − 1〉 J−−−→ |j , j − 2〉 · · · |j ,−j + 1
〉 J−−−→ |j ,−j〉 .

这些态矢量都是 Ĵ2 算符对应于同一本征值 j 的本征态矢，

Ĵ2 |j ,m〉
= j(j + 1)h̄2 |j ,m〉

.

因为 j = j1+ j2，所以共有 (2j1+ 2j2+ 1) 个简并矢量。

J± ⌘ J
x

± iJ
y

= (J1x + J2x)± i(J1y + J2y)

= (J1x ± iJ1y)⌦ I2 + I1 ⌦ (J2x ± iJ2y)

= J1� ⌦ I2 + I1 ⌦ J2�

J� |j, ji = (J1� + J2�) |j1, j1i ⌦ |j2, j2i



J± |jmi =
p

(j ⌥m)(j ±m+ 1) |j,m± 1i

J� |j, ji = (J1� + J2�) |j1, j1i ⌦ |j2, j2i

J� |j, ji =
p

2j |j, j � 1i

J1� |j1, j2i ⌦ |j2, j2i+ |j1, j1i ⌦ J2� |j2, j2i
=

p
2j1 |j1, j1 � 1i |j2, j2i+

p
2j2 |j1, j1i |j2, j2 � 1i

|j, j � 1i =

s
j1
j
|j1, j1 � 1i |j2, j2i+

s
j2
j
|j1, j1i |j2, j2 � 1i

CG系数

利⽤用

和

角动量耦合

系数

因为耦合基矢是 Jz 的本征态，而且 Jz ≤ J，所以角动量耦合的总角动量的最大值

应该是 J1z 和 J2z 的最大值之和。总角动量在 z 方向分量最大的态和因子化基矢之间

具有如下关系：

∣∣∣JMax, JMax
z

〉
≡ |j , j〉= |j1+ j2, j1+ j2

〉
= |j1, j1

〉⊗ |j2, j2
〉
.

定义总角动量的升降算符是

J± ≡ Jx ± iJy = (J1x + J2x)± i(J1y + J2y)

= (J1x ± iJ1y)⊗ I2+ I1 ⊗ (J2x ± iJ2y) = J1− ⊗ I2+ I1 ⊗ J2−.

角动量升降算符具有如下性质：

J± |jm
〉
=

√
(j ∓m)(j ±m+ 1) |j ,m± 1〉 ,

将角动量降算符作用在态 |j , j〉 上，

J− |j , j
〉

= (J1−+ J2−) |j1, j1
〉⊗ |j2, j2

〉

上式左方（耦合基矢）等于

J− |j , j
〉
=

√
2j |j , j − 1〉 ,

右方等于

J1− |j1, j2
〉⊗ |j2, j2

〉
+ |j1, j1

〉⊗ J2− |j2, j2
〉

=
√
2j1 |j1, j1 − 1

〉 |j2, j2
〉
+

√
2j2 |j1, j1

〉 |j2, j2 − 1
〉
,

所以我们得到

|j , j − 1〉=
√

j1
j
|j1, j1 − 1

〉 |j2, j2
〉
+

√
j2
j
|j1, j1

〉 |j2, j2 − 1
〉
.

耦合基矢前面的系数就是所谓的 系数。我们继续用角动量降算符作

用在上式两侧就可以得到 2j + 1 个态矢量

|j , j〉 J−−−→ |j , j − 1〉 J−−−→ |j , j − 2〉 · · · |j ,−j + 1
〉 J−−−→ |j ,−j〉 .

这些态矢量都是 Ĵ2 算符对应于同一本征值 j 的本征态矢，

Ĵ2 |j ,m〉
= j(j + 1)h̄2 |j ,m〉

.

因为 j = j1+ j2，所以共有 (2j1+ 2j2+ 1) 个简并矢量。

Ĵ2 |j,mi = j(j + 1)~2 |j,mi (2j1 + 2j2 + 1)



下一个子空间的最高态是 |j − 1, j − 1〉。因为

Ĵ2 |j − 1, j − 1〉= j(j − 1)h̄2 |j − 1, j − 1〉 ,

即，|j − 1, j − 1〉和 |j , j − 1〉属于 Ĵ2 算符的不同本征值的本征矢，所以 |j − 1, j − 1〉和
|j , j − 1〉 正交。从此可得

|j − 1, j − 1〉=
√

j2
j1
|j1, j1 − 1

〉 |j2, j2
〉−

√
j1
j
|j1, j1

〉 |j2, j2 − 1
〉
.

可验证

〈
j , j − 1 |j − 1, j − 1〉=

√
j1j2
j2
−
√

j1j2
j2

= 0.

在利用角动量降算符 Ĵ−，

|j − 1, j − 1〉 J−−−→ |j − 1, j − 2〉 J−−−→ |j − 1, j − 3〉 · · · |j − 1,−j〉 J−−−→
∣∣∣j − 1,−(j − 1)〉 .

以此类推，我们可以构造与 |j − 1, j − 2〉 和 |j , j − 2〉 都正交的态 |j − 2, j − 2〉，再
利用角动量降算符就可以得到 j − 2 对应的全部本征态。持续上述操作，直到得到 Ĵ

算符本征值 |j1 − j2| 所对应的全部本征矢为止。
下面我们验证希尔伯特的独立基矢个数。因子化基矢的独立基矢个数是 (2j1 +

1)(2j2+ 1)，所以耦合基矢的对立基矢个数也一定是 (2j1+ 1)(2j2+ 1)。在耦合基矢

中，设 j1 > j2，我们发现总角动量取值和其独立基矢个数是

Ĵ本征值 独立基矢个数

j1+ j2, 2(j1+ j2) + 1

j1+ j2 − 1, 2(j1+ j2) + 1− 2
j1+ j2 − 2, 2(j1+ j2) + 1− 2× 2
...

...

j1 − j2, 2(j1+ j2) + 1− 2× (2j2)

上面共计 (2j2+ 1) 行，对所有独立基矢求和后看的 (2j1+ 1)(2j2+ 1)。例如

Ĵ本征值 独立基矢个数 颠倒独立基矢个数

j1+ j2, 2(j1+ j2) + 1 2(j1+ j2) + 1− 4j2
j1+ j2 − 1, 2(j1+ j2) + 1− 2 2(j1+ j2) + 1− 4j2+ 2

j1+ j2 − 2, 2(j1+ j2) + 1− 2× 2 2(j1+ j2) + 1− 4j2+ 4
...

...
...

j1 − j2, 2(j1+ j2) + 1− 2× (2j2) 2(j1+ j2) + 1



下一个子空间的最高态是 |j − 1, j − 1〉。因为

Ĵ2 |j − 1, j − 1〉= j(j − 1)h̄2 |j − 1, j − 1〉 ,

即，|j − 1, j − 1〉和 |j , j − 1〉属于 Ĵ2 算符的不同本征值的本征矢，所以 |j − 1, j − 1〉和
|j , j − 1〉 正交。从此可得

|j − 1, j − 1〉=
√

j2
j1
|j1, j1 − 1

〉 |j2, j2
〉−

√
j1
j
|j1, j1

〉 |j2, j2 − 1
〉
.

可验证

〈
j , j − 1 |j − 1, j − 1〉=

√
j1j2
j2
−
√

j1j2
j2

= 0.

在利用角动量降算符 Ĵ−，

|j − 1, j − 1〉 J−−−→ |j − 1, j − 2〉 J−−−→ |j − 1, j − 3〉 · · · |j − 1,−j〉 J−−−→
∣∣∣j − 1,−(j − 1)〉 .

以此类推，我们可以构造与 |j − 1, j − 2〉 和 |j , j − 2〉 都正交的态 |j − 2, j − 2〉，再
利用角动量降算符就可以得到 j − 2 对应的全部本征态。持续上述操作，直到得到 Ĵ

算符本征值 |j1 − j2| 所对应的全部本征矢为止。
下面我们验证希尔伯特的独立基矢个数。因子化基矢的独立基矢个数是 (2j1 +

1)(2j2+ 1)，所以耦合基矢的对立基矢个数也一定是 (2j1+ 1)(2j2+ 1)。在耦合基矢

中，设 j1 > j2，我们发现总角动量取值和其独立基矢个数是

Ĵ本征值 独立基矢个数

j1+ j2, 2(j1+ j2) + 1

j1+ j2 − 1, 2(j1+ j2) + 1− 2
j1+ j2 − 2, 2(j1+ j2) + 1− 2× 2
...

...

j1 − j2, 2(j1+ j2) + 1− 2× (2j2)

上面共计 (2j2+ 1) 行，对所有独立基矢求和后看的 (2j1+ 1)(2j2+ 1)。例如

Ĵ本征值 独立基矢个数 颠倒独立基矢个数

j1+ j2, 2(j1+ j2) + 1 2(j1+ j2) + 1− 4j2
j1+ j2 − 1, 2(j1+ j2) + 1− 2 2(j1+ j2) + 1− 4j2+ 2

j1+ j2 − 2, 2(j1+ j2) + 1− 2× 2 2(j1+ j2) + 1− 4j2+ 4
...

...
...

j1 − j2, 2(j1+ j2) + 1− 2× (2j2) 2(j1+ j2) + 1

2j2 + 1

总计

⾏行



下一个子空间的最高态是 |j − 1, j − 1〉。因为

Ĵ2 |j − 1, j − 1〉= j(j − 1)h̄2 |j − 1, j − 1〉 ,

即，|j − 1, j − 1〉和 |j , j − 1〉属于 Ĵ2 算符的不同本征值的本征矢，所以 |j − 1, j − 1〉和
|j , j − 1〉 正交。从此可得

|j − 1, j − 1〉=
√

j2
j1
|j1, j1 − 1

〉 |j2, j2
〉−

√
j1
j
|j1, j1

〉 |j2, j2 − 1
〉
.

可验证

〈
j , j − 1 |j − 1, j − 1〉=

√
j1j2
j2
−
√

j1j2
j2

= 0.

在利用角动量降算符 Ĵ−，

|j − 1, j − 1〉 J−−−→ |j − 1, j − 2〉 J−−−→ |j − 1, j − 3〉 · · · |j − 1,−j〉 J−−−→
∣∣∣j − 1,−(j − 1)〉 .

以此类推，我们可以构造与 |j − 1, j − 2〉 和 |j , j − 2〉 都正交的态 |j − 2, j − 2〉，再
利用角动量降算符就可以得到 j − 2 对应的全部本征态。持续上述操作，直到得到 Ĵ

算符本征值 |j1 − j2| 所对应的全部本征矢为止。
下面我们验证希尔伯特的独立基矢个数。因子化基矢的独立基矢个数是 (2j1 +

1)(2j2+ 1)，所以耦合基矢的对立基矢个数也一定是 (2j1+ 1)(2j2+ 1)。在耦合基矢

中，设 j1 > j2，我们发现总角动量取值和其独立基矢个数是

Ĵ本征值 独立基矢个数

j1+ j2, 2(j1+ j2) + 1

j1+ j2 − 1, 2(j1+ j2) + 1− 2
j1+ j2 − 2, 2(j1+ j2) + 1− 2× 2
...

...

j1 − j2, 2(j1+ j2) + 1− 2× (2j2)

上面共计 (2j2+ 1) 行，对所有独立基矢求和后看的 (2j1+ 1)(2j2+ 1)。例如

Ĵ本征值 独立基矢个数 颠倒独立基矢个数

j1+ j2, 2(j1+ j2) + 1 2(j1+ j2) + 1− 4j2
j1+ j2 − 1, 2(j1+ j2) + 1− 2 2(j1+ j2) + 1− 4j2+ 2

j1+ j2 − 2, 2(j1+ j2) + 1− 2× 2 2(j1+ j2) + 1− 4j2+ 4
...

...
...

j1 − j2, 2(j1+ j2) + 1− 2× (2j2) 2(j1+ j2) + 1

1

2
(4j1 + 2)(2j2 + 1) = (2j1 + 1)(2j2 + 1)

f =
2j0 + 1

(2j1 + 1)(2j2 + 1)

经典极限 j0

2j1j2j0 � 1 j1,2 � 1

独⽴立基⽮矢个数是



⾓角动量耦合的经典极限

θ
J⃗2

J⃗1
J⃗ = J⃗1 + J⃗2

~J2
=

⇣
~J1 + ~J2

⌘2
= J2

1 + J2
2 + 2J1J2 cos ✓

总⾓角动量出现在                  范围（图
中所⽰示⿊黑⾊色环形带）内的⼏几率正⽐比于
此环形带的⾯面积，

✓ � ✓ + d✓

dP (✓) = A2⇡(J2 sin ✓)d✓

1 =

Z
dP (✓) = A2⇡J2(� cos ✓)

����
�1

0

= A4⇡J2

dP (✓) =
1

2
sin ✓d✓归⼀一化的⼏几率密度为 dP

dJ
=?



⾓角动量耦合的经典极限

θ
J⃗2

J⃗1
J⃗ = J⃗1 + J⃗2~J2

=

⇣
~J1 + ~J2

⌘2
= J2

1 + J2
2 + 2J1J2 cos ✓

dP (✓) =
1

2
sin ✓d✓

归⼀一化的⼏几率密度为

dJ2 = 2JdJ = �2J1J2 sin ✓d✓

JdJ = �J1J2 sin ✓d✓

总⾓角动量在               范围内的⼏几率是(J, J + dJ)

dP =
J

2J1J2
dJ



⾃自旋1/2的两粒⼦子
 ⾃自旋⾓角动量耦合



对公式 求导数可得

dJ2 = 2JdJ = −2J1J2 sinθdθ,

即

JdJ = −J1J2 sinθdθ.

所以，总角动量在 (J , J + dJ) 范围内的几率是

dP =
J

2J1J2
dJ .

示例：两个自旋 粒子的自旋耦合

考虑两个自旋为 1/2 的粒子组成的系统（例如氢原子中的质子和电子或氦原子
中的双电子等）的自旋波函数。设总自旋角动量 S⃗ = S⃗1+ S⃗2。体系的希尔伯特空间是

H12 =H1
ext ⊗H1

spin ⊗H2
ext ⊗H2

spin.

定义自旋空间的张量积是

Hspin =H1
spin ⊗H1

spin.

因为每个自旋 1/2 粒子的自旋空间维度是 2，所以两个粒子的自旋空间维度是 4。因

子化基矢为

|σ1;σ2⟩ ≡ |σ1⟩ ⊗ |σ2⟩ ,

具体形式如下： {
|+;+⟩ , |+;−⟩ , |−;+⟩ , |−;−⟩

}
.

在 σ1
z ⊗σ2

z 表象中，

|+;+⟩=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

0

0

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, |+;−⟩=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

1

0

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, |−;+⟩=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

0

1

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, |−;−⟩=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

0

0

1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

一般波函数的混合表示为

∣∣∣ψ
〉

= ψ++(r⃗1, r⃗2) |+;+⟩ + ψ+−(r⃗1, r⃗2) |+;−⟩
+ ψ−+(r⃗1, r⃗2) |−;+⟩ + ψ−−(r⃗1, r⃗2) |−;−⟩

在上述的因子化基矢中，自旋角动量算符的矩阵表示是

Ŝ1x =
h̄
2
σ̂x ⊗ Î2 =

h̄
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 1

1 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠⊗ Î2 =

h̄
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 Î

Î 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠=

h̄
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
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1 0 0 0

0 1 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,



选取力学量完备集是 { ˆ⃗S2, Ŝz}。令 |S ,M⟩ 是 ˆ⃗S2, Ŝz 的共同本征态，

ˆ⃗S2 |S ,M⟩ = S(S + 1)h̄2 |S ,M⟩
Ŝz |S ,M⟩ = Mh̄ |S ,M⟩ .

因为

Ŝz = Ŝ1z + Ŝ2z,

所以 Ŝz 算符的最大（最小）本征值和相应本征态是

Mmax = +
1
2
+

1
2
= +1, 本征态 |+;+⟩

Mmin = −
1
2
− 1
2
= −1, 本征态 |−;−⟩

将
ˆ⃗S2 作用在 |+;+⟩ 上就可得到本征值 S

ˆ⃗S2 |+;+⟩ =
(
Ŝ2
1 + Ŝ2

2 + 2S⃗1 · S⃗2
)
|+;+⟩

=

[
3
4
h̄2+

3
4
h̄2+ 2

h̄
2
h̄
2

(
σ̂1xσ̂2x + σ̂1yσ̂2y + σ̂1zσ̂2z

)]
|+;+⟩

=

[
3
2
h̄2+ 2

h̄
2
h̄
2

]
|+;+⟩

= 2h̄2 |+;+⟩ .

同理，
ˆ⃗S2 |−;−⟩= 2h̄2 |−;−⟩ ,

这说明，|+;+⟩ 和 |−;−⟩ 都是 ˆ⃗S2 算符的本征值 S = 1 的本征态。在耦合基矢中可以

表示为
∣∣∣∣∣
1
2
,
1
2
,1,1

〉

耦合基矢
=

∣∣∣∣∣
1
2
,
1
2
;
1
2
,
1
2

〉

因子化基矢
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∣∣∣∣∣
1
2
,
1
2
,1,−1

〉

耦合基矢
=

∣∣∣∣∣
1
2
,−1

2
;
1
2
,−1

2

〉

因子化基矢
.

上面的本征方程的矩阵表示是

Ŝ2 |+;+⟩ = h̄2

⎛
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表示为
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〉
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〉
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=
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〉
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角动量耦合

因为总计有 2S+1= 3 个态，还有第 个态

∣∣∣∣∣
1
2
,
1
2
,1,0

〉
，我们可以通过降算符作用在

∣∣∣12,
1
2 ,1,1

〉
≡ |+;+⟩ 上得到。在耦合基矢中，

Ŝ−

∣∣∣∣∣
1
2
,
1
2
,1,1

〉
=
√
2
∣∣∣∣∣
1
2
,
1
2
,1,0

〉
,

而在因子化基矢中
(
Ŝ1−+ Ŝ2−

)
|+;+⟩=

(
Ŝ1−+ Ŝ2−

)
|1+⟩ ⊗ |2+⟩

= Ŝ1− |1+⟩ ⊗ |2+⟩+ |1+⟩ ⊗ Ŝ2− |2+⟩
= |1−⟩⊗ |2+⟩ + |1+⟩ ⊗ |2−⟩
= |−;+⟩ + |+;−⟩ .

所以我们有

∣∣∣∣∣
1
2
,
1
2
,1,0

〉
=

1√
2

(
|−;+⟩ + |+;−⟩

)
=

1√
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

1

1

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

上述降算符操作也可以用矩阵表示给出

Ŝ−

∣∣∣∣∣
1
2
,
1
2
,1,1

〉
=
√
2
∣∣∣∣∣
1
2
,
1
2
,1,0

〉
= Ŝ− |+;+⟩= h̄

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0

1 0 0 0

1 0 0 0

0 1 1 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

0

0

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= h̄

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

1

1

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

从而可得

∣∣∣∣∣
1
2
,
1
2
,1,0

〉
=

1√
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

1

1

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

最后一个态矢量 |?⟩ 可以利用和
∣∣∣12,

1
2 ,1,0

〉
的正交性得到

|?⟩= 1√
2

(
|−;+⟩ − |+;−⟩

)
=

1√
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

1

−1
0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

容易验证 |?⟩ 是 Ŝ2 和 Ŝz 算符的本征值 S = 0 和 Sz = 0 的本征态

Ŝ2 |?⟩ = h̄2

⎛
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)
=

1√
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

1

1

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

上述降算符操作也可以用矩阵表示给出

Ŝ−

∣∣∣∣∣
1
2
,
1
2
,1,1

〉
=
√
2
∣∣∣∣∣
1
2
,
1
2
,1,0

〉
= Ŝ− |+;+⟩= h̄

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0

1 0 0 0

1 0 0 0

0 1 1 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

0

0

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= h̄

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

1

1

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

从而可得

∣∣∣∣∣
1
2
,
1
2
,1,0

〉
=

1√
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

1

1

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

最后一个态矢量 |?⟩ 可以利用和
∣∣∣12,

1
2 ,1,0

〉
的正交性得到

|?⟩= 1√
2

(
|−;+⟩ − |+;−⟩

)
=

1√
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

1

−1
0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

容易验证 |?⟩ 是 Ŝ2 和 Ŝz 算符的本征值 S = 0 和 Sz = 0 的本征态

Ŝ2 |?⟩ = h̄2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2 0 0 0

0 1 1 0

0 1 1 0

0 0 0 2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

1√
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

1

−1
0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= 0,

最后⼀一个态⽮矢量可以利⽤用和              的正交性得到
����
1

2
,
1

2
, 1, 0

�

1p
2
(|+;�i � |�; +i)

S = 0, Sz = 0
����
1

2
,
1

2
, 0, 0

�



Ŝz |?⟩ = h̄

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 −1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

1√
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

1

−1
0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= 0.

因此，

|?⟩=
∣∣∣∣∣
1
2
,
1
2
,0,0

〉
=

1√
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

1

−1
0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

综上所述，按照总角动量算符的本征值，我们可以将两个自旋 1
2 粒子的自旋角动

量耦合分为两部分

S = 1 :

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

|+;+⟩
1√
2
(|+;−⟩+ |−;+⟩)

|−;−⟩

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

S = 0 :
1√
2
(|+;−⟩ − |−;+⟩) .

注意：S = 1 对应一个三重态，其中粒子 和 的地位是对称的，而 S = 0 对应一个

单态，粒子 和 的地位是反对称。

由表象理论可知，

∣∣∣j1, j2, j ,mj

〉
=

∑

m1,m2

C
j ,m
j1,m1,j2,m2

|j1,m1; j2,m2
〉
,

其中 系数——C
jm
j1m1j2m2

——是两套基矢之间的变换矩阵。通过上面求解的耦合基

矢下总自旋角动量的本征函数可知，从耦合基矢到因子化基矢之间的变换矩阵是

S =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0

0
1√
2

0
1√
2

0
1√
2

0 − 1√
2

0 0 1 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

所以，从因子化基矢到耦合基矢的变换矩阵为

S ′ = S† =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0

0
1√
2

1√
2

0

0 0 0 1

0
1√
2
− 1√

2
0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

三重态，粒⼦子
1和2的地位
是对称的

单态，粒⼦子
1和2的地位
是反对称的

2⌦ 2 = 3� 1



矩阵表⽰示



对公式 求导数可得

dJ2 = 2JdJ = −2J1J2 sinθdθ,

即

JdJ = −J1J2 sinθdθ.

所以，总角动量在 (J , J + dJ) 范围内的几率是

dP =
J

2J1J2
dJ .

示例：两个自旋 粒子的自旋耦合

考虑两个自旋为 1/2 的粒子组成的系统（例如氢原子中的质子和电子或氦原子
中的双电子等）的自旋波函数。设总自旋角动量 S⃗ = S⃗1+ S⃗2。体系的希尔伯特空间是

H12 =H1
ext ⊗H1

spin ⊗H2
ext ⊗H2

spin.

定义自旋空间的张量积是

Hspin =H1
spin ⊗H1

spin.

因为每个自旋 1/2 粒子的自旋空间维度是 2，所以两个粒子的自旋空间维度是 4。因

子化基矢为

|σ1;σ2⟩ ≡ |σ1⟩ ⊗ |σ2⟩ ,

具体形式如下： {
|+;+⟩ , |+;−⟩ , |−;+⟩ , |−;−⟩

}
.

在 σ1
z ⊗σ2

z 表象中，

|+;+⟩=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

0

0

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, |+;−⟩=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

1

0

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, |−;+⟩=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

0

1

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, |−;−⟩=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

0

0

1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

一般波函数的混合表示为

∣∣∣ψ
〉

= ψ++(r⃗1, r⃗2) |+;+⟩ + ψ+−(r⃗1, r⃗2) |+;−⟩
+ ψ−+(r⃗1, r⃗2) |−;+⟩ + ψ−−(r⃗1, r⃗2) |−;−⟩

在上述的因子化基矢中，自旋角动量算符的矩阵表示是

Ŝ1x =
h̄
2
σ̂x ⊗ Î2 =

h̄
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 1

1 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠⊗ Î2 =

h̄
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 Î

Î 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠=

h̄
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

角动量耦合

Ŝ2x = Î2 ⊗
h̄
2
σ̂x =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0

0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠⊗

h̄
2
σ̂x =

h̄
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
σ̂x 0

0 σ̂x

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠=

h̄
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

Ŝ1y =
h̄
2
σ̂y ⊗ Î2 =

h̄
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 −i
i 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠⊗ Î2 =

h̄
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 −i Î
i Î 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠=

h̄
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 −i 0

0 0 0 −i
i 0 0 0

0 i 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

Ŝ2y = Î2 ⊗
h̄
2
σ̂y =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0

0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠⊗

h̄
2
σ̂y =

h̄
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
σ̂y 0

0 σ̂y

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠=

h̄
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 −i 0 0

i 0 0 0

0 0 0 −i
0 0 i 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

Ŝ1z =
h̄
2
σ̂z ⊗ Î2 =

h̄
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0

0 −1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠⊗ Î2 =

h̄
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
Î 0

0 −Î

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠=

h̄
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

Ŝ2z = Î2 ⊗
h̄
2
σ̂z =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0

0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠⊗

h̄
2
σ̂z =

h̄
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
σ̂z 0

0 σ̂z

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠=

h̄
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 −1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

所以，总自旋角动量算符在 σ1
z ⊗σ2

z 表象中的矩阵表示是

Ŝx =
h̄
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 1 0

1 0 0 1

1 0 0 1

0 1 1 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, Ŝy =
h̄
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 −i −i 0

i 0 0 −i
i 0 0 −i
0 i i 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

Ŝz = h̄

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 −1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, Ŝ2 = h̄2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2 0 0 0

0 1 1 0

0 1 1 0

0 0 0 2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

明显，我们有两个 Sz = 0 的本征态。总角动量的升降算符 Ŝ± = Ŝx ± iŜy 是

Ŝ+ = h̄

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 1 0

0 0 0 1

0 0 0 1

0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, Ŝ− = h̄

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0

1 0 0 0

1 0 0 0

0 1 1 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

对公式 求导数可得

dJ2 = 2JdJ = −2J1J2 sinθdθ,

即

JdJ = −J1J2 sinθdθ.

所以，总角动量在 (J , J + dJ) 范围内的几率是

dP =
J

2J1J2
dJ .

示例：两个自旋 粒子的自旋耦合

考虑两个自旋为 1/2 的粒子组成的系统（例如氢原子中的质子和电子或氦原子
中的双电子等）的自旋波函数。设总自旋角动量 S⃗ = S⃗1+ S⃗2。体系的希尔伯特空间是

H12 =H1
ext ⊗H1

spin ⊗H2
ext ⊗H2

spin.

定义自旋空间的张量积是

Hspin =H1
spin ⊗H1

spin.

因为每个自旋 1/2 粒子的自旋空间维度是 2，所以两个粒子的自旋空间维度是 4。因

子化基矢为

|σ1;σ2⟩ ≡ |σ1⟩ ⊗ |σ2⟩ ,

具体形式如下： {
|+;+⟩ , |+;−⟩ , |−;+⟩ , |−;−⟩

}
.

在 σ1
z ⊗σ2

z 表象中，

|+;+⟩=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

0

0

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, |+;−⟩=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

1

0

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, |−;+⟩=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

0

1

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, |−;−⟩=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

0

0

1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

一般波函数的混合表示为

∣∣∣ψ
〉

= ψ++(r⃗1, r⃗2) |+;+⟩ + ψ+−(r⃗1, r⃗2) |+;−⟩
+ ψ−+(r⃗1, r⃗2) |−;+⟩ + ψ−−(r⃗1, r⃗2) |−;−⟩

在上述的因子化基矢中，自旋角动量算符的矩阵表示是

Ŝ1x =
h̄
2
σ̂x ⊗ Î2 =

h̄
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 1

1 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠⊗ Î2 =

h̄
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 Î

Î 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠=

h̄
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,



角动量耦合

Ŝ2x = Î2 ⊗
h̄
2
σ̂x =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0

0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠⊗

h̄
2
σ̂x =

h̄
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
σ̂x 0

0 σ̂x

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠=

h̄
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

Ŝ1y =
h̄
2
σ̂y ⊗ Î2 =

h̄
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 −i
i 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠⊗ Î2 =

h̄
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 −i Î
i Î 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠=

h̄
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 −i 0

0 0 0 −i
i 0 0 0

0 i 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

Ŝ2y = Î2 ⊗
h̄
2
σ̂y =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0

0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠⊗

h̄
2
σ̂y =

h̄
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
σ̂y 0

0 σ̂y

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠=

h̄
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 −i 0 0

i 0 0 0

0 0 0 −i
0 0 i 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

Ŝ1z =
h̄
2
σ̂z ⊗ Î2 =

h̄
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0

0 −1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠⊗ Î2 =

h̄
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
Î 0

0 −Î

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠=

h̄
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

Ŝ2z = Î2 ⊗
h̄
2
σ̂z =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0

0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠⊗

h̄
2
σ̂z =

h̄
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
σ̂z 0

0 σ̂z

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠=

h̄
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 −1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

所以，总自旋角动量算符在 σ1
z ⊗σ2

z 表象中的矩阵表示是

Ŝx =
h̄
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 1 0

1 0 0 1

1 0 0 1

0 1 1 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, Ŝy =
h̄
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 −i −i 0

i 0 0 −i
i 0 0 −i
0 i i 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

Ŝz = h̄

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 −1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, Ŝ2 = h̄2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2 0 0 0

0 1 1 0

0 1 1 0

0 0 0 2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

明显，我们有两个 Sz = 0 的本征态。总角动量的升降算符 Ŝ± = Ŝx ± iŜy 是

Ŝ+ = h̄

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 1 0

0 0 0 1

0 0 0 1

0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, Ŝ− = h̄

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0

1 0 0 0

1 0 0 0

0 1 1 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠



角动量耦合

Ŝ2x = Î2 ⊗
h̄
2
σ̂x =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0

0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠⊗

h̄
2
σ̂x =

h̄
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
σ̂x 0

0 σ̂x

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠=

h̄
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

Ŝ1y =
h̄
2
σ̂y ⊗ Î2 =

h̄
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 −i
i 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠⊗ Î2 =

h̄
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 −i Î
i Î 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠=

h̄
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 −i 0

0 0 0 −i
i 0 0 0

0 i 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

Ŝ2y = Î2 ⊗
h̄
2
σ̂y =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0

0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠⊗

h̄
2
σ̂y =

h̄
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
σ̂y 0

0 σ̂y

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠=

h̄
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 −i 0 0

i 0 0 0

0 0 0 −i
0 0 i 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

Ŝ1z =
h̄
2
σ̂z ⊗ Î2 =

h̄
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0

0 −1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠⊗ Î2 =

h̄
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
Î 0

0 −Î

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠=

h̄
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

Ŝ2z = Î2 ⊗
h̄
2
σ̂z =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0

0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠⊗

h̄
2
σ̂z =

h̄
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
σ̂z 0

0 σ̂z

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠=

h̄
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 −1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

所以，总自旋角动量算符在 σ1
z ⊗σ2

z 表象中的矩阵表示是

Ŝx =
h̄
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 1 0

1 0 0 1

1 0 0 1

0 1 1 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, Ŝy =
h̄
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 −i −i 0

i 0 0 −i
i 0 0 −i
0 i i 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

Ŝz = h̄

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 −1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, Ŝ2 = h̄2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2 0 0 0

0 1 1 0

0 1 1 0

0 0 0 2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

明显，我们有两个 Sz = 0 的本征态。总角动量的升降算符 Ŝ± = Ŝx ± iŜy 是

Ŝ+ = h̄

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 1 0

0 0 0 1

0 0 0 1

0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, Ŝ− = h̄

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0

1 0 0 0

1 0 0 0

0 1 1 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠



总⾓角动量的升降算符

Ŝ+ = ~

0

BB@

0 1 1 0
0 0 0 1
0 0 0 1
0 0 0 0

1

CCA , Ŝ� = ~

0

BB@

0 0 0 0
1 0 0 0
1 0 0 0
0 1 1 0

1

CCA



选取力学量完备集是 { ˆ⃗S2, Ŝz}。令 |S ,M⟩ 是 ˆ⃗S2, Ŝz 的共同本征态，

ˆ⃗S2 |S ,M⟩ = S(S + 1)h̄2 |S ,M⟩
Ŝz |S ,M⟩ = Mh̄ |S ,M⟩ .

因为

Ŝz = Ŝ1z + Ŝ2z,

所以 Ŝz 算符的最大（最小）本征值和相应本征态是

Mmax = +
1
2
+

1
2
= +1, 本征态 |+;+⟩

Mmin = −
1
2
− 1
2
= −1, 本征态 |−;−⟩

将
ˆ⃗S2 作用在 |+;+⟩ 上就可得到本征值 S

ˆ⃗S2 |+;+⟩ =
(
Ŝ2
1 + Ŝ2

2 + 2S⃗1 · S⃗2
)
|+;+⟩

=

[
3
4
h̄2+

3
4
h̄2+ 2

h̄
2
h̄
2

(
σ̂1xσ̂2x + σ̂1yσ̂2y + σ̂1zσ̂2z

)]
|+;+⟩

=

[
3
2
h̄2+ 2

h̄
2
h̄
2

]
|+;+⟩

= 2h̄2 |+;+⟩ .

同理，
ˆ⃗S2 |−;−⟩= 2h̄2 |−;−⟩ ,

这说明，|+;+⟩ 和 |−;−⟩ 都是 ˆ⃗S2 算符的本征值 S = 1 的本征态。在耦合基矢中可以

表示为
∣∣∣∣∣
1
2
,
1
2
,1,1

〉

耦合基矢
=

∣∣∣∣∣
1
2
,
1
2
;
1
2
,
1
2

〉

因子化基矢
,

∣∣∣∣∣
1
2
,
1
2
,1,−1

〉

耦合基矢
=

∣∣∣∣∣
1
2
,−1

2
;
1
2
,−1

2

〉

因子化基矢
.

上面的本征方程的矩阵表示是

Ŝ2 |+;+⟩ = h̄2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2 0 0 0

0 1 1 0

0 1 1 0

0 0 0 2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

0

0

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= 2h̄2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

0

0

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

Ŝ2 |−;−⟩ = h̄2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2 0 0 0

0 1 1 0

0 1 1 0

0 0 0 2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

0

0

1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= 2h̄2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

0

0

1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.



角动量耦合

因为总计有 2S+1= 3 个态，还有第 个态

∣∣∣∣∣
1
2
,
1
2
,1,0

〉
，我们可以通过降算符作用在

∣∣∣12,
1
2 ,1,1

〉
≡ |+;+⟩ 上得到。在耦合基矢中，

Ŝ−

∣∣∣∣∣
1
2
,
1
2
,1,1

〉
=
√
2
∣∣∣∣∣
1
2
,
1
2
,1,0

〉
,

而在因子化基矢中
(
Ŝ1−+ Ŝ2−

)
|+;+⟩=

(
Ŝ1−+ Ŝ2−

)
|1+⟩ ⊗ |2+⟩

= Ŝ1− |1+⟩ ⊗ |2+⟩+ |1+⟩ ⊗ Ŝ2− |2+⟩
= |1−⟩⊗ |2+⟩ + |1+⟩ ⊗ |2−⟩
= |−;+⟩ + |+;−⟩ .

所以我们有

∣∣∣∣∣
1
2
,
1
2
,1,0

〉
=

1√
2

(
|−;+⟩ + |+;−⟩

)
=

1√
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

1

1

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

上述降算符操作也可以用矩阵表示给出

Ŝ−

∣∣∣∣∣
1
2
,
1
2
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)
|1+⟩ ⊗ |2+⟩
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综上所述，按照总角动量算符的本征值，我们可以将两个自旋 1
2 粒子的自旋角动

量耦合分为两部分

S = 1 :
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注意：S = 1 对应一个三重态，其中粒子 和 的地位是对称的，而 S = 0 对应一个

单态，粒子 和 的地位是反对称。

由表象理论可知，
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,

其中 系数——C
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j1m1j2m2

——是两套基矢之间的变换矩阵。通过上面求解的耦合基
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所以，从因子化基矢到耦合基矢的变换矩阵为
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综上所述，按照总角动量算符的本征值，我们可以将两个自旋 1
2 粒子的自旋角动

量耦合分为两部分
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注意：S = 1 对应一个三重态，其中粒子 和 的地位是对称的，而 S = 0 对应一个

单态，粒子 和 的地位是反对称。
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从耦合基⽮矢到因⼦子化基⽮矢之间的变换矩阵是
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从因⼦子化基⽮矢到耦合基⽮矢的变换矩阵为
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总⾃自旋⾓角动量算符在耦合基⽮矢空间的矩阵形式是
角动量耦合

因此总自旋角动量算符在耦合基矢空间的矩阵形式是
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2⌦ 2 = 3� 1

C-G系数定义了⼀一个幺正变换，将⾓角动量的
张量积空间化简为不可约化表⽰示直和。



轨道-⾃自旋
⾓角动量耦合



Addition of Angular Momentum

3.5 Addition of Angular Momenta

Using the example of n = 2 and m = 3, one can discuss the addition of
s = 1/2 and l = 1. V is two-dimensional, representing the spin 1/2, while
W is three-dimensional, representing the orbital angular momentum one. As
usual, the basis vectors are

|1
2
,
1

2
i =

 
1
0

!

, |1
2
,�1

2
i =

 
0
1

!

, (31)

for s = 1/2, and

|1, 1i =
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1
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CA , |1, 0i =

0

B@
0
1
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B@
0
0
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1

CA , (32)

for l = 1. The matrix representations of the angular momentum operators
are
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0 0

!
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(34)
On the tensor product space V ⌦W , they become

S+ ⌦ I = h̄
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3.5 Addition of Angular Momenta

Using the example of n = 2 and m = 3, one can discuss the addition of
s = 1/2 and l = 1. V is two-dimensional, representing the spin 1/2, while
W is three-dimensional, representing the orbital angular momentum one. As
usual, the basis vectors are
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for l = 1. The matrix representations of the angular momentum operators
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The addition of angular momenta is done simply by adding these matrices,
J±,z
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They satisfy J+|32 , 3

2i = J�|32 ,�3
2i = 0. By using the general formula

J±|j, mi =
q

j(j + 1)�m(m ± 1)|j, m ± 1i, we find

J�|3
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,
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2
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i =
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2
i.

(38)
We normally write them without using column vectors,
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2
,
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2
i ⌦ |1, 1i

= |1
2
,�1
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i ⌦ |1, 1i+

p
2|1

2
,
1

2
i ⌦ |1, 0i =

p
3|3

2
,
1

2
i, (39)

J+|3
2
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2
i = J+|1
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,�1

2
i ⌦ |1,�1i
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2
,
1

2
i ⌦ |1,�1i+

p
2|1

2
,�1

2
i ⌦ |1, 0i =

p
3|3

2
,�1

2
i. (40)

Their orthogonal linear combinations belong to the j = 1/2 representation,
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. (41)

It is easy to verify J+|12 , 1
2i = J�|12 ,�1

2i = 0, and J�|12 , 1
2i = |12 ,�1

2i.
Now we can go to a new basis system by a unitary rotation

U =

0

BBBBBBBBBBB@

1 0 0 0 0 0

0
q

2
3 0 1p

3
0 0

0 0 1p
3

0
q

2
3 0

0 0 0 0 0 1

0 1p
3

0 �
q

2
3 0 0

0 0
q

2
3 0 � 1p

3
0

1

CCCCCCCCCCCA

. (42)
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CCCCCCCCA

. (41)

It is easy to verify J+|12 , 1
2i = J�|12 ,�1

2i = 0, and J�|12 , 1
2i = |12 ,�1

2i.
Now we can go to a new basis system by a unitary rotation

U =

0

BBBBBBBBBBB@

1 0 0 0 0 0

0
q

2
3 0 1p

3
0 0

0 0 1p
3

0
q

2
3 0

0 0 0 0 0 1

0 1p
3

0 �
q

2
3 0 0

0 0
q

2
3 0 � 1p

3
0

1

CCCCCCCCCCCA

. (42)
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They satisfy J+|32 , 3
2i = J�|32 ,�3

2i = 0. By using the general formula

J±|j, mi =
q

j(j + 1)�m(m ± 1)|j, m ± 1i, we find

J�|3
2
,
3

2
i =

0

BBBBBBBB@

0p
2

0
1
0
0

1

CCCCCCCCA

=
p

3|3
2
,
1

2
i, J+|3

2
,�3

2
i =

0

BBBBBBBB@

0
0
1
0p
2

0

1

CCCCCCCCA

=
p

3|3
2
,�1

2
i.

(38)
We normally write them without using column vectors,

J�|3
2
,
3

2
i = J�|1

2
,
1

2
i ⌦ |1, 1i

= |1
2
,�1

2
i ⌦ |1, 1i+

p
2|1

2
,
1

2
i ⌦ |1, 0i =

p
3|3

2
,
1

2
i, (39)

J+|3
2
,�3

2
i = J+|1

2
,�1

2
i ⌦ |1,�1i

= |1
2
,
1

2
i ⌦ |1,�1i+

p
2|1

2
,�1

2
i ⌦ |1, 0i =

p
3|3

2
,�1

2
i. (40)

Their orthogonal linear combinations belong to the j = 1/2 representation,

|1
2
,
1

2
i =

1p
3

0

BBBBBBBB@

0
1
0

�p2
0
0

1

CCCCCCCCA

, |1
2
,�1

2
i =

1p
3

0

BBBBBBBB@

0
0p
2

0
�1
0

1

CCCCCCCCA

. (41)

It is easy to verify J+|12 , 1
2i = J�|12 ,�1

2i = 0, and J�|12 , 1
2i = |12 ,�1

2i.
Now we can go to a new basis system by a unitary rotation

U =

0

BBBBBBBBBBB@

1 0 0 0 0 0

0
q

2
3 0 1p

3
0 0

0 0 1p
3

0
q

2
3 0

0 0 0 0 0 1

0 1p
3

0 �
q

2
3 0 0

0 0
q

2
3 0 � 1p

3
0

1

CCCCCCCCCCCA

. (42)
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S
z

⌦ I =
h̄

2

0

BBBBBBBB@

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 �1 0 0
0 0 0 0 �1 0
0 0 0 0 0 �1

1

CCCCCCCCA

, I ⌦ L
z

= h̄

0

BBBBBBBB@

1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 �1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 �1

1

CCCCCCCCA

.

(35)

The addition of angular momenta is done simply by adding these matrices,
J±,z

= S±,z

⌦ I + I ⌦ L±,z

,

J+ = h̄

0

BBBBBBBBB@

0
p

2 0 1 0 0
0 0

p
2 0 1 0

0 0 0 0 0 1
0 0 0 0

p
2 0

0 0 0 0 0
p

2
0 0 0 0 0 0

1

CCCCCCCCCA

,

J� = h̄

0

BBBBBBBBB@

0 0 0 0 0 0p
2 0 0 0 0 0

0
p

2 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 1 0

p
2 0 0

0 0 1 0
p

2 0

1

CCCCCCCCCA

,

J
z

= h̄

0

BBBBBBBB@

3
2 0 0 0 0 0
0 1

2 0 0 0 0
0 0 �1

2 0 0 0
0 0 0 1

2 0 0
0 0 0 0 �1

2 0
0 0 0 0 0 �3

2

1

CCCCCCCCA

. (36)

It is clear that

|3
2
,
3

2
i =

0

BBBBBBBB@

1
0
0
0
0
0

1

CCCCCCCCA

, |3
2
,�3

2
i =

0

BBBBBBBB@

0
0
0
0
0
1

1

CCCCCCCCA

. (37)

11

S
z

⌦ I =
h̄

2

0

BBBBBBBB@

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 �1 0 0
0 0 0 0 �1 0
0 0 0 0 0 �1

1

CCCCCCCCA

, I ⌦ L
z

= h̄

0

BBBBBBBB@

1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 �1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 �1

1

CCCCCCCCA

.

(35)

The addition of angular momenta is done simply by adding these matrices,
J±,z

= S±,z

⌦ I + I ⌦ L±,z

,

J+ = h̄

0

BBBBBBBBB@

0
p

2 0 1 0 0
0 0

p
2 0 1 0

0 0 0 0 0 1
0 0 0 0

p
2 0

0 0 0 0 0
p

2
0 0 0 0 0 0

1

CCCCCCCCCA

,

J� = h̄

0

BBBBBBBBB@

0 0 0 0 0 0p
2 0 0 0 0 0

0
p

2 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 1 0

p
2 0 0

0 0 1 0
p

2 0

1

CCCCCCCCCA

,

J
z

= h̄

0

BBBBBBBB@

3
2 0 0 0 0 0
0 1

2 0 0 0 0
0 0 �1

2 0 0 0
0 0 0 1

2 0 0
0 0 0 0 �1

2 0
0 0 0 0 0 �3

2

1

CCCCCCCCA

. (36)

It is clear that

|3
2
,
3

2
i =

0

BBBBBBBB@

1
0
0
0
0
0

1

CCCCCCCCA

, |3
2
,�3

2
i =

0

BBBBBBBB@

0
0
0
0
0
1

1

CCCCCCCCA

. (37)
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They satisfy J+|32 , 3
2i = J�|32 ,�3

2i = 0. By using the general formula

J±|j, mi =
q

j(j + 1)�m(m ± 1)|j, m ± 1i, we find

J�|3
2
,
3

2
i =

0

BBBBBBBB@

0p
2

0
1
0
0

1

CCCCCCCCA

=
p

3|3
2
,
1

2
i, J+|3

2
,�3

2
i =

0

BBBBBBBB@

0
0
1
0p
2

0

1

CCCCCCCCA

=
p

3|3
2
,�1

2
i.

(38)
We normally write them without using column vectors,

J�|3
2
,
3

2
i = J�|1

2
,
1

2
i ⌦ |1, 1i

= |1
2
,�1

2
i ⌦ |1, 1i+

p
2|1

2
,
1

2
i ⌦ |1, 0i =

p
3|3

2
,
1

2
i, (39)

J+|3
2
,�3

2
i = J+|1

2
,�1

2
i ⌦ |1,�1i

= |1
2
,
1

2
i ⌦ |1,�1i+

p
2|1

2
,�1

2
i ⌦ |1, 0i =

p
3|3

2
,�1

2
i. (40)

Their orthogonal linear combinations belong to the j = 1/2 representation,

|1
2
,
1

2
i =

1p
3

0

BBBBBBBB@

0
1
0

�p2
0
0

1

CCCCCCCCA

, |1
2
,�1

2
i =

1p
3

0

BBBBBBBB@

0
0p
2

0
�1
0

1

CCCCCCCCA

. (41)

It is easy to verify J+|12 , 1
2i = J�|12 ,�1

2i = 0, and J�|12 , 1
2i = |12 ,�1

2i.
Now we can go to a new basis system by a unitary rotation

U =

0

BBBBBBBBBBB@

1 0 0 0 0 0

0
q

2
3 0 1p

3
0 0

0 0 1p
3

0
q

2
3 0

0 0 0 0 0 1

0 1p
3

0 �
q

2
3 0 0

0 0
q

2
3 0 � 1p

3
0

1

CCCCCCCCCCCA

. (42)
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They satisfy J+|32 , 3
2i = J�|32 ,�3

2i = 0. By using the general formula

J±|j, mi =
q

j(j + 1)�m(m ± 1)|j, m ± 1i, we find

J�|3
2
,
3

2
i =

0

BBBBBBBB@

0p
2

0
1
0
0

1

CCCCCCCCA

=
p

3|3
2
,
1

2
i, J+|3

2
,�3

2
i =

0

BBBBBBBB@

0
0
1
0p
2

0

1

CCCCCCCCA

=
p

3|3
2
,�1

2
i.

(38)
We normally write them without using column vectors,

J�|3
2
,
3

2
i = J�|1

2
,
1

2
i ⌦ |1, 1i

= |1
2
,�1

2
i ⌦ |1, 1i+

p
2|1

2
,
1

2
i ⌦ |1, 0i =

p
3|3

2
,
1

2
i, (39)

J+|3
2
,�3

2
i = J+|1

2
,�1

2
i ⌦ |1,�1i

= |1
2
,
1

2
i ⌦ |1,�1i+

p
2|1

2
,�1

2
i ⌦ |1, 0i =

p
3|3

2
,�1

2
i. (40)

Their orthogonal linear combinations belong to the j = 1/2 representation,

|1
2
,
1

2
i =

1p
3

0

BBBBBBBB@

0
1
0

�p2
0
0

1

CCCCCCCCA

, |1
2
,�1

2
i =

1p
3

0

BBBBBBBB@

0
0p
2

0
�1
0

1

CCCCCCCCA

. (41)

It is easy to verify J+|12 , 1
2i = J�|12 ,�1

2i = 0, and J�|12 , 1
2i = |12 ,�1

2i.
Now we can go to a new basis system by a unitary rotation

U =

0

BBBBBBBBBBB@

1 0 0 0 0 0

0
q

2
3 0 1p

3
0 0

0 0 1p
3

0
q

2
3 0

0 0 0 0 0 1

0 1p
3

0 �
q

2
3 0 0

0 0
q

2
3 0 � 1p

3
0

1

CCCCCCCCCCCA

. (42)
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They satisfy J+|32 , 3
2i = J�|32 ,�3

2i = 0. By using the general formula

J±|j, mi =
q

j(j + 1)�m(m ± 1)|j, m ± 1i, we find

J�|3
2
,
3

2
i =

0

BBBBBBBB@

0p
2

0
1
0
0

1

CCCCCCCCA

=
p

3|3
2
,
1

2
i, J+|3

2
,�3

2
i =

0

BBBBBBBB@

0
0
1
0p
2

0

1

CCCCCCCCA

=
p

3|3
2
,�1

2
i.

(38)
We normally write them without using column vectors,

J�|3
2
,
3

2
i = J�|1

2
,
1

2
i ⌦ |1, 1i

= |1
2
,�1

2
i ⌦ |1, 1i+

p
2|1

2
,
1

2
i ⌦ |1, 0i =

p
3|3

2
,
1

2
i, (39)

J+|3
2
,�3

2
i = J+|1

2
,�1

2
i ⌦ |1,�1i

= |1
2
,
1

2
i ⌦ |1,�1i+

p
2|1

2
,�1

2
i ⌦ |1, 0i =

p
3|3

2
,�1

2
i. (40)

Their orthogonal linear combinations belong to the j = 1/2 representation,

|1
2
,
1

2
i =

1p
3

0

BBBBBBBB@

0
1
0

�p2
0
0

1

CCCCCCCCA

, |1
2
,�1

2
i =

1p
3

0

BBBBBBBB@

0
0p
2

0
�1
0

1

CCCCCCCCA

. (41)

It is easy to verify J+|12 , 1
2i = J�|12 ,�1

2i = 0, and J�|12 , 1
2i = |12 ,�1

2i.
Now we can go to a new basis system by a unitary rotation

U =

0

BBBBBBBBBBB@

1 0 0 0 0 0

0
q

2
3 0 1p

3
0 0

0 0 1p
3

0
q

2
3 0

0 0 0 0 0 1

0 1p
3

0 �
q

2
3 0 0

0 0
q

2
3 0 � 1p

3
0

1

CCCCCCCCCCCA

. (42)
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They satisfy J+|32 , 3
2i = J�|32 ,�3

2i = 0. By using the general formula

J±|j, mi =
q

j(j + 1)�m(m ± 1)|j, m ± 1i, we find

J�|3
2
,
3

2
i =

0

BBBBBBBB@

0p
2

0
1
0
0

1

CCCCCCCCA

=
p

3|3
2
,
1

2
i, J+|3

2
,�3

2
i =

0

BBBBBBBB@

0
0
1
0p
2

0

1

CCCCCCCCA

=
p

3|3
2
,�1

2
i.

(38)
We normally write them without using column vectors,

J�|3
2
,
3

2
i = J�|1

2
,
1

2
i ⌦ |1, 1i

= |1
2
,�1

2
i ⌦ |1, 1i+

p
2|1

2
,
1

2
i ⌦ |1, 0i =

p
3|3

2
,
1

2
i, (39)

J+|3
2
,�3

2
i = J+|1

2
,�1

2
i ⌦ |1,�1i

= |1
2
,
1

2
i ⌦ |1,�1i+

p
2|1

2
,�1

2
i ⌦ |1, 0i =

p
3|3

2
,�1

2
i. (40)

Their orthogonal linear combinations belong to the j = 1/2 representation,

|1
2
,
1

2
i =

1p
3

0

BBBBBBBB@

0
1
0

�p2
0
0

1

CCCCCCCCA

, |1
2
,�1

2
i =

1p
3

0

BBBBBBBB@

0
0p
2

0
�1
0

1

CCCCCCCCA

. (41)

It is easy to verify J+|12 , 1
2i = J�|12 ,�1

2i = 0, and J�|12 , 1
2i = |12 ,�1

2i.
Now we can go to a new basis system by a unitary rotation

U =

0

BBBBBBBBBBB@

1 0 0 0 0 0

0
q

2
3 0 1p

3
0 0

0 0 1p
3

0
q

2
3 0

0 0 0 0 0 1

0 1p
3

0 �
q

2
3 0 0

0 0
q

2
3 0 � 1p

3
0

1

CCCCCCCCCCCA

. (42)
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S
z

⌦ I =
h̄

2

0

BBBBBBBB@

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 �1 0 0
0 0 0 0 �1 0
0 0 0 0 0 �1

1

CCCCCCCCA

, I ⌦ L
z

= h̄

0

BBBBBBBB@

1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 �1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 �1

1

CCCCCCCCA

.

(35)

The addition of angular momenta is done simply by adding these matrices,
J±,z

= S±,z

⌦ I + I ⌦ L±,z

,

J+ = h̄

0

BBBBBBBBB@

0
p

2 0 1 0 0
0 0

p
2 0 1 0

0 0 0 0 0 1
0 0 0 0

p
2 0

0 0 0 0 0
p

2
0 0 0 0 0 0

1

CCCCCCCCCA

,

J� = h̄

0

BBBBBBBBB@

0 0 0 0 0 0p
2 0 0 0 0 0

0
p

2 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 1 0

p
2 0 0

0 0 1 0
p

2 0

1

CCCCCCCCCA

,

J
z

= h̄

0

BBBBBBBB@

3
2 0 0 0 0 0
0 1

2 0 0 0 0
0 0 �1

2 0 0 0
0 0 0 1

2 0 0
0 0 0 0 �1

2 0
0 0 0 0 0 �3

2

1

CCCCCCCCA

. (36)

It is clear that

|3
2
,
3

2
i =

0

BBBBBBBB@

1
0
0
0
0
0

1

CCCCCCCCA

, |3
2
,�3

2
i =

0

BBBBBBBB@

0
0
0
0
0
1

1

CCCCCCCCA

. (37)
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They satisfy J+|32 , 3
2i = J�|32 ,�3

2i = 0. By using the general formula

J±|j, mi =
q

j(j + 1)�m(m ± 1)|j, m ± 1i, we find

J�|3
2
,
3

2
i =

0

BBBBBBBB@

0p
2

0
1
0
0

1

CCCCCCCCA

=
p

3|3
2
,
1

2
i, J+|3

2
,�3

2
i =

0

BBBBBBBB@

0
0
1
0p
2

0

1

CCCCCCCCA

=
p

3|3
2
,�1

2
i.

(38)
We normally write them without using column vectors,

J�|3
2
,
3

2
i = J�|1

2
,
1

2
i ⌦ |1, 1i

= |1
2
,�1

2
i ⌦ |1, 1i+

p
2|1

2
,
1

2
i ⌦ |1, 0i =

p
3|3

2
,
1

2
i, (39)

J+|3
2
,�3

2
i = J+|1

2
,�1

2
i ⌦ |1,�1i

= |1
2
,
1

2
i ⌦ |1,�1i+

p
2|1

2
,�1

2
i ⌦ |1, 0i =

p
3|3

2
,�1

2
i. (40)

Their orthogonal linear combinations belong to the j = 1/2 representation,

|1
2
,
1

2
i =

1p
3

0

BBBBBBBB@

0
1
0

�p2
0
0

1

CCCCCCCCA

, |1
2
,�1

2
i =

1p
3

0

BBBBBBBB@

0
0p
2

0
�1
0

1

CCCCCCCCA

. (41)

It is easy to verify J+|12 , 1
2i = J�|12 ,�1

2i = 0, and J�|12 , 1
2i = |12 ,�1

2i.
Now we can go to a new basis system by a unitary rotation

U =

0

BBBBBBBBBBB@

1 0 0 0 0 0

0
q

2
3 0 1p

3
0 0

0 0 1p
3

0
q

2
3 0

0 0 0 0 0 1

0 1p
3

0 �
q

2
3 0 0

0 0
q

2
3 0 � 1p

3
0

1

CCCCCCCCCCCA

. (42)
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Define a unitary rotation



This matrix puts transpose of vectors in successive rows so that the vectors
of definite j and m are mapped to simply each component of the vector,

U |3
2
,
3

2
i =

0

BBBBBBBB@

1
0
0
0
0
0

1

CCCCCCCCA

, U |3
2
,
1

2
i =

0

BBBBBBBB@

0
1
0
0
0
0

1

CCCCCCCCA

, U |3
2
,�1

2
i =

0

BBBBBBBB@

0
0
1
0
0
0

1

CCCCCCCCA

, U |3
2
,�3

2
i =

0

BBBBBBBB@

0
0
0
1
0
0

1

CCCCCCCCA

,

U |1
2
,
1

2
i =

0

BBBBBBBB@

0
0
0
0
1
0

1

CCCCCCCCA

, U |3
2
,
3

2
i =

0

BBBBBBBB@

0
0
0
0
0
1

1

CCCCCCCCA

. (43)

For the generators, we find

UJ
z

U † = h̄

0

BBBBBBBB@

3
2 0 0 0 0 0
0 1

2 0 0 0 0
0 0 �1

2 0 0 0
0 0 0 �3

2 0 0
0 0 0 0 1

2 0
0 0 0 0 0 �1

2

1

CCCCCCCCA

, (44)

UJ+U † = h̄

0

BBBBBBBB@

0
p

3 0 0 0 0
0 0 2 0 0 0
0 0 0

p
3 0 0

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0

1

CCCCCCCCA

, (45)

UJ�U † = h̄

0

BBBBBBBB@

0 0 0 0 0 0p
3 0 0 0 0 0

0 2 0 0 0 0
0 0

p
3 0 0 0

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0

1

CCCCCCCCA

. (46)

Here, the matrices are written in a block-diagonal form. What we see here
is that this space is actually a direct sum of two representations j = 3/2 and

13



This matrix puts transpose of vectors in successive rows so that the vectors
of definite j and m are mapped to simply each component of the vector,

U |3
2
,
3

2
i =

0

BBBBBBBB@

1
0
0
0
0
0

1

CCCCCCCCA

, U |3
2
,
1

2
i =

0

BBBBBBBB@

0
1
0
0
0
0

1

CCCCCCCCA

, U |3
2
,�1

2
i =

0

BBBBBBBB@

0
0
1
0
0
0

1

CCCCCCCCA

, U |3
2
,�3

2
i =

0

BBBBBBBB@

0
0
0
1
0
0

1

CCCCCCCCA

,

U |1
2
,
1

2
i =

0

BBBBBBBB@

0
0
0
0
1
0

1

CCCCCCCCA

, U |3
2
,
3

2
i =

0

BBBBBBBB@

0
0
0
0
0
1

1

CCCCCCCCA

. (43)

For the generators, we find

UJ
z

U † = h̄

0

BBBBBBBB@

3
2 0 0 0 0 0
0 1

2 0 0 0 0
0 0 �1

2 0 0 0
0 0 0 �3

2 0 0
0 0 0 0 1

2 0
0 0 0 0 0 �1

2

1

CCCCCCCCA

, (44)

UJ+U † = h̄

0

BBBBBBBB@

0
p

3 0 0 0 0
0 0 2 0 0 0
0 0 0

p
3 0 0

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0

1

CCCCCCCCA

, (45)

UJ�U † = h̄

0

BBBBBBBB@

0 0 0 0 0 0p
3 0 0 0 0 0

0 2 0 0 0 0
0 0

p
3 0 0 0

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0

1

CCCCCCCCA

. (46)

Here, the matrices are written in a block-diagonal form. What we see here
is that this space is actually a direct sum of two representations j = 3/2 and
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Generators
in new basis

j = 1/2. In other words,

V1/2 ⌦ V1 = V3/2 � V1/2. (47)

This is what we do with Clebsch–Gordan coe�cients. Namely that the
Clebsch–Gordan coe�cients define a unitary transformation that allow us
to decompose the tensor product space into a direct sum of irreducible rep-
resentations of the angular momentum. As a mnemonic, we often write it
as

2⌦ 3 = 4� 2. (48)

Here, the numbers refer to the dimensionality of each representation 2j + 1.
If I replace ⌦ by ⇥ and � by +, my eight-year old daughter can confirm that
this equation is true. The added meaning here is that the right-hand side
shows a specific way how the tensor product space decomposes to a direct
sum.
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C-G系数定义了⼀一个幺正变换，将⾓角动量
的张量积空间化简为不可约化表⽰示直和。


