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Fig. 11.1. Three physicists discussing the optimal way to measure spin effects in
proton collisions at the Argonne ZGS accelerator (CERN document).

Any spin state is a linear superposition of two basis states and the degree
of freedom corresponding to spin is described in a two-dimensional Hilbert
space: Espin.

11.2.1 Representation in a particular basis

We choose a basis of states in which both Ŝ2 and Ŝz are diagonal, which we
denote {|+⟩, |−⟩}:

Ŝz|+⟩ =
h̄

2
|+⟩ , Ŝz|−⟩ = − h̄

2
|−⟩ , Ŝ2|±⟩ =

3h̄2

4
|±⟩ . (11.1)

Using the notation of chapter 9, the states |±⟩ would be |j = 1/2, m = ±1/2⟩.
The action of Ŝx and Ŝy on the elements of the basis is written as (see Equation
(9.16))

Ŝx|+⟩ = h̄/2|−⟩ , Ŝx|−⟩ = h̄/2|+⟩ , (11.2)
Ŝy|+⟩ = ih̄/2|−⟩ , Ŝy|−⟩ = −ih̄/2|+⟩ . (11.3)

An arbitrary spin state |Σ⟩ can be written as

|Σ⟩ = α |+⟩ + β |−⟩ , |α|2 + |β|2 = 1 . (11.4)

The probabilities of finding +h̄/2 and −h̄/2 in a measurement of Sz on this
state are P (+h̄/2) = |α|2, P (−h̄/2) = |β|2.

11.2.2 Matrix representation

It is convenient to use matrix representations for the states and the operators:
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斯特恩-盖拉赫精确测量了银原⼦子的磁矩：

误差在1%

�3�X�R斯特恩 �@盖拉赫实验 ���8�f�k�8��

束的专家——谈及这个实验和理论动机，希望斯特恩可以进行这个实验。但非常不幸

的是，斯特恩对于理论家搞得东西完全不感兴趣。劝说失败后，玻恩决定自己动手，

丰衣足食。他找到一个有实验天分的助手——�6�`���m�H�2�B�M �1�H�B�x���#�2�i�? �"�Q�`�K���M�M——来帮助

他。玻恩的行动让所有人都大吃一惊，以至于卢瑟福问玻恩是否有个做实验物理的堂

兄弟。然而雄心勃勃的玻恩不得不面对一个狼狈的现实：“越好的理论学家就是越笨

的实验物理学家”。似乎理论才能和实验才能也遵守不相容原理，二者不可兼得。当然

也有例外，意大利裔物理学家恩里克�X费米就是公认的二十世纪最后一位理论和实验

的双料大师。不过玻恩并不感到难堪，在“理论和实验不相容”这一点上，还有一个

比他更糟的家伙。没有最糟，只有更糟。这位天王级的实验杀手就是大名鼎鼎的泡利。

每当泡利进入实验室时，实验室必定发生意外。这被人戏称作“泡利不相容定律”。

经过多次劝说失败之后，顽强的玻恩终于说服了斯特恩来进行这个实验。虽然斯

特恩决定做这个实验，但他仍然怀疑轨道量子化的想法。在斯特恩看来，“轨道量子

化只不过是计算规则而已”，而他做这个实验的最终目的是“想彻底证明这帮理论家

们是在胡搞”。斯特恩设计了一套全新的实验方案，为了检验微弱的银原子磁矩，实

验上需要在 �R�y�y�y度高温下使一束银原子在 10! 4 秒内通过不均匀磁场后达到收集屏

上，这对实验技术提出非常高的要求。斯特恩虽然设计了实验，但他的实验技能也不

足以独立完成实验，所以实验进展缓慢。非常走运的，�k�R岁的实验天才盖拉赫闪亮登

场。盖拉赫到法兰克福后将玻恩理论想法、斯特恩实验设计和实验技术人员完美地结

合起来，最终看到两个亮斑。这似乎是成功验证了索末菲的理论预言。特别值得一提

的是，斯特恩和盖拉赫甚至精确测量了银原子磁矩 µ0（精度达到百分之一）

µ0 =
∣∣∣∣! 轨道0

∣∣∣∣øh =
q

2me
øh. �U�3�X�R�X�R�V

实验数值和玻尔及索末菲理论预言一致。人们为之欢呼！�k�k岁的泡利祝贺 �k�R岁的盖

拉赫时开玩笑说：“现在老顽固斯特恩应该承认空间量子化了”。

然而人们没有意识到大自然和我们开了一个玩笑：上面公式应该写作为

µ0 =
q

2me
øh =" µ自旋 = 2 #

(
q

2me

)(
øh
2

)
, �U�3�X�R�X�k�V

等式右边第一个数字 2 是电子的朗德 g 因子，它是轨道角动量 g 因子的 �k倍。正是

由于这个倍数 2，导致电子磁矩和磁场相互左右和电子轨道磁矩和磁场相互作用完全

相等。物理学家对待实验结果有一种偏见，如果早有理论预测某种实验现象，那么不

管这种现象有多么奇怪，只要实验结果和理论预测相符，人们还是倾向于相信该实验

结果。如果旧量子论没有给出轨道角动量只有两个分量的结论，那么人们对斯特恩

�@盖拉赫的双斑结果会感到非常疑惑，并一定会研究其本后的物理机制。电子自旋也

学就有可能被提前发现。另外一个例子是 3K 宇宙背景辐射（为 �S�2�M�x�B���b和 �q�B�H�b�Q�M

发现），在得到 �:���K�Q�r的宇宙大爆炸理论支持之前，这个信号仅仅被认为是一种未

知不可控的背景噪声而已。要想做到真正的无偏见是非常难的。

电⼦子的朗德g因⼦子=2

SG实验：1922年           电⼦子⾃自旋概念：1924年
思维惯性—推迟⾃自旋概念2年之久
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and

öµz = µ0

!
1 0
0 ! 1

"
. (8.14)

8.3 The Observables öµ x and öµ y

Consider now the experimental situation shown in Fig. 8.3. We place two
magnets consecutively in the beam. The Þrst has a Þeld gradient directed
along z and splits the incident beam into two beams corresponding to the
two internal states |+ "z and |!" z . When the beams leave the Þeld zone, we
stop the beam corresponding to the state|!" z and keep only the beam in
the state |+ "z . This latter beam is then sent into another SternÐGerlach
device, whose axis is along thex axis, orthogonal to z. We therefore perform
a measurement of thex component of the atomic magnetic moment, whose
corresponding observable is öµx . The result observed experimentally is that
the beam is again split into two beams ofequal intensities, corresponding to
values of the magnetic moment alongx equal to +µ0 and ! µ0, respectively.

We want to Þnd the form of the operator öµx . By assumption, this operator
acts in Einternal and is described by a 2# 2 matrix in the basis |± "z :

öµx = µ0

!
! x " x

#x $x

"
. (8.15)

x

z

gradient
along z

gradient
along x

incident
beam

beam
blocker

z
+

z
!

Fig. 8.3. A beam of silver atoms crosses two magnetic-Þeld zones. The Þrst creates
a Þeld gradient along z, the second a Þeld gradient alongx. After the Þrst magnet, a
shutter lets only the atoms in the internal state |+ ! z continue. The second magnet
allows one to perform a measurement of thex component of the magnetic moment.
One Þnds the two results +µ0 and " µ0 with equal probabilities



斯特恩-盖拉赫实验

实验结果表明：沿任意⽅方向测量都得到两个测量值
猜测：银原⼦子(也即电⼦子)的磁矩空间是2维的

同时，银原⼦子磁矩是⽮矢量
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1) 厄⽶米性

���3�f�k�8�� 第 �3章 自旋

沿 Z 方向，实验结果表明银原子磁矩 µZ = ±µB。我们猜测磁矩空间的维数是 �k。注

意：这是一个理论猜测！在物理上我们永远无法证明一个理论是唯一正确的，因为物

理科学只可以证伪。但物理学家追求的是用尽可能简单的假设和理论来解释尽可能多

的现象。因为磁场方向的选取是任意的，所以将磁场方向旋转到 X 和 Y 方向上我们

测量到原子磁矩大小也是 ±µB。这说明银原子磁矩是一个是矢量，

!µ =
!

öµx, öµy, öµz

"
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这里的 x,y,z仅仅是标号而已，也可换成 1,2,3。
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图 �3�X�k�,假设实验：一系列 �a�i�2�`�M�@�:�2�`�H���+�?实验

下面考虑如图（�3�X�k）所示的一系列 �a�:实验：银原子从源中产生后首先通过一个

在 z 方向上的不均匀磁场，其后出射的银原子中仅 µz = + 的部分（记作 |z,+ !）被

允许进入一个沿 x 方向不均匀分布的磁场。实验结果表明出射的银原子中有 50%是

µx = + 和 50%是 µx = "。其中处于 |x,+ ! 态的银原子被允许进入另一个沿着 y 方

向的不均匀磁场，此时我们发现出射的银原子中一半处于
###y,+

$
，另一半处于

###y,"
$
。

这个实验表明银原子磁矩的各分量 öµx,y,z 是无法同时测量的，即它们不对易。我们选

取 µz = ±1 来定义磁矩的基矢方向。因为此空间维数为 �k，且 |z+ ! 和�ö|z" ! 独立（厄

米算符不同本征值对应的本征函数正交），所以 |z,±! 构成磁矩空间正交归一完备的

“坐标系”。将基矢 |z,±! 用矩阵表示如下
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下面我们根据上面的实验测量结果推导 öµx,y 的矩阵形式。设
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2) 线性代数
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测得平均值为0.
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Tr ( öµx) = + 1 ! 1 = 0 =" a+ d = 0,
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det ( öµx) = (+ 1) × (−1) =⇒ ad−bc= −1. �U�3�X�R�X�R�3�V


X |z,+ ⟩ �1�]#{Gÿ öµx �Ç�` 50% ,´ + µB 
¼ 50% ,´ −µB�È�p��#{Gÿ öµx ,´�£
w�l�jM&�È

〈
z+

∣∣∣ öµx

∣∣∣z+
〉

= µB

(
1 0

)
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a b

c d

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = µB×a = 0 =⇒ a = d = 0. �U�3�X�R�X�R�N�V

F	�g�A��
����6 öµx 
¼ öµy �É�Œ�²�;�’�?

öµx = µB

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 e−iφx

eiφx 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , öµy = µB

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 e−iφy

eiφy 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , �U�3�X�R�X�k�y�V

�¦�] φx 
¼ φy �_�µ�Ê-(�}
��€�Ä

�j�Ø�, φx 
¼ φy �{L$,´�£3+�È�A��63<•
X |x+ ⟩ �1�]#{Gÿ öµy ,´�£
w�l�Ä
��j

µy = ±1 ,´#{Gÿ�l�*)à��)·-(1y�È�p��F	�Z�£
w�l�jM&�Ä
��j

|x,+ ⟩ =
1√
2

(
|z+ ⟩+ eiφx |z−⟩

)
=

1√
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

eiφx

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , �U�3�X�R�X�k�R�V

�p��

〈
x +

∣∣∣ öµy

∣∣∣x+
〉

=
µB

2

(
1 e−iφx

)
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 e−iφy

eiφy 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

eiφx

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = µB cos(φx−φy) = 0 �U�3�X�R�X�k�k�V

�þ6< φx 
¼ φy %�Cã�²�;�‘�&

∣∣∣φy −φx

∣∣∣ =
(2n + 1)π

2
, n = 0,1,2,ááá. �U�3�X�R�X�k�j�V

�A����#��)F	�T�Z-(�}�ŠF��0!•,´L€�f�Ä
XGÿ�€(™*6�]5
�)-(�}"Ñ�9�?�y�È
��j�õ

�9-(�)-(�}�}�)�Ä�¾(™*6B.?ò#{Gÿ�Ä�j1°	F>˜/j�È�A��F9
�#��Y>˜B‘�ü�ü φx = 0 
¼

φy = π/ 2�È�þ6<�Ç�`K&	Ï�€.ñ.�1Ç1V�j

öµx = µB

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1

1 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , öµy = µB

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 −i

i 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , öµz = µB

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0

0 −1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . �U�3�X�R�X�k�9�V

�:M’,´.�Le�a�_#��Y.�Le σ1,2,3�,

σ1 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1

1 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , σ2 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 −i

i 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , σ3 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0

0 −1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . �U�3�X�R�X�k�8�V

泡利
表象

�
x

= 0

! y = " / 2(QM中相对相位才对于物理可观测量)



磁矩算符和⾃自旋算符

�3�X�R�ß(©�™ �@-��ùC›�ÎP¼ ���N�f�k�8��

	ø
��j öµx = ±µB�È�p��+a4ï�W��� 
�.��È.�Le�\�±�l�{
¼1y�¾.�Le,´ �h�`���+�2�È6<�\�±

�l�{0�1y�¾.�Le,´>|�G�?�È�p�9�A���9�²�;�T�Z�‘�&�Ö

Tr ( öµx) = + 1 ! 1 = 0 =" a+ d = 0,

det ( öµx) = (+ 1) # (! 1) =" ad ! bc= ! 1. �U�3�X�R�X�R�3�V


X |z,+ $ �1�]#{Gÿ öµx �Ç�` 50% ,´ + µB 
¼ 50% ,´ ! µB�È�p��#{Gÿ öµx ,´�£
w�l�jM&�È

!
z+

"""öµx

"""z+
#

= µB

$
1 0

%
&
'''''(

a b

c d

)
*****+

&
'''''(

1

0

)
*****+= µB # a = 0 =" a = d = 0. �U�3�X�R�X�R�N�V

F	�g�A��
����6 öµx 
¼ öµy �É�Œ�²�;�’�?

öµx = µB

&
'''''(

0 e! i ! x

ei ! x 0

)
*****+ , öµy = µB

&
'''''(

0 e! i ! y

ei ! y 0

)
*****+, �U�3�X�R�X�k�y�V

�¦�] ! x 
¼ ! y �_�µ�Ê-(�}
��€�Ä

�j�Ø�, ! x 
¼ ! y �{L$,´�£3+�È�A��63<•
X |x+ $ �1�]#{Gÿ öµy ,´�£
w�l�Ä
��j

µy = ±1 ,´#{Gÿ�l�*)à��)·-(1y�È�p��F	�Z�£
w�l�jM&�Ä
��j

|x,+ $=
1

%
2

$
|z+ $+ ei ! x |z! $

%
=

1
%

2

&
'''''(

1

ei ! x

)
*****+, �U�3�X�R�X�k�R�V

�p��

!
x +

"""öµy

"""x+
#

=
µB

2

$
1 e! i ! x

%
&
'''''(

0 e! i ! y

ei ! y 0

)
*****+

&
'''''(

1

ei ! x

)
*****+= µB cos(! x ! ! y) = 0 �U�3�X�R�X�k�k�V

�þ6< ! x 
¼ ! y %�Cã�²�;�‘�&

"""! y ! ! x

""" =
(2n + 1)"

2
, n = 0,1,2,ááá. �U�3�X�R�X�k�j�V

�A����#��)F	�T�Z-(�}�ŠF��0!•,´L€�f�Ä
XGÿ�€(™*6�]5
�)-(�}"Ñ�9�?�y�È
��j�õ

�9-(�)-(�}�}�)�Ä�¾(™*6B.?ò#{Gÿ�Ä�j1°	F>˜/j�È�A��F9
�#��Y>˜B‘�ü�ü ! x = 0 
¼

! y = " / 2�È�þ6<�Ç�`K&	Ï�€.ñ.�1Ç1V�j

öµx = µB

&
'''''(

0 1

1 0

)
*****+, öµy = µB

&
'''''(

0 ! i

i 0

)
*****+, öµz = µB

&
'''''(

1 0

0 ! 1

)
*****+. �U�3�X�R�X�k�9�V

�:M’,´.�Le�a�_#��Y.�Le #1,2,3�,

#1 =

&
'''''(

0 1

1 0

)
*****+, #2 =

&
'''''(

0 ! i

i 0

)
*****+, #3 =

&
'''''(

1 0

0 ! 1

)
*****+. �U�3�X�R�X�k�8�V

斯特恩 盖拉赫实验

又因为 µ̂x = ±µB，所以由线性代数可知，矩阵本征值之和等于矩阵的 ，而本征

值之积等于矩阵的行列式，所有我们有如下两个条件：

Tr (µ̂x) = +1− 1= 0 =⇒ a+ d = 0,

det (µ̂x) = (+1)× (−1) =⇒ ad − bc = −1.

在 |z,+⟩ 态中测量 µ̂x 得到 50% 的 +µB 和 50% 的 −µB，所以测量 µ̂x 的平均值为零，

〈
z+

∣∣∣µ̂x
∣∣∣z+

〉
= µB

(
1 0

)
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
a b

c d

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠= µB × a = 0 =⇒ a = d = 0.

这样我们可以将 µ̂x 和 µ̂y 写作如下形式

µ̂x = µB

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 e−iφx

eiφx 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , µ̂y = µB

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 e−iφy

eiφy 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

其中 φx 和 φy 是待定相位因子。

为推导 φx 和 φy 之间的关系，我们考虑在 |x+⟩ 态中测量 µ̂y 的平均值。因为

µy = ±1 的测量值出现几率相等，所以这个平均值为零。因为

|x,+⟩= 1√
2

(
|z+⟩+ eiφx |z−⟩

)
=

1√
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

eiφx

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

所以

〈
x+

∣∣∣µ̂y
∣∣∣x+

〉
=

µB
2

(
1 e−iφx

)
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 e−iφy

eiφy 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

eiφx

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠= µB cos(φx−φy) = 0

从而 φx 和 φy 满足如下条件

∣∣∣φy −φx

∣∣∣=
(2n+ 1)π

2
, n = 0,1,2, · · · .

我们无法对这两个相位做进一步的限制。在量子物理中绝对相位没有意义，因为仅

有相对相位才对应于物理课观测量。为简化表示，我们选取泡利表象——φx = 0 和

φy = π/2，从而得到银原子磁矩算符为

µ̂x = µB

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 1

1 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , µ̂y = µB

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 −i
i 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , µ̂z = µB

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0

0 −1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

上面的矩阵就是泡利矩阵 σ1,2,3

σ1 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 1

1 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , σ2 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 −i
i 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , σ3 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0

0 −1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

���R�y�f�k�8�� 第 �3章 自旋

因为银原子磁矩就是银原子内部的电子磁矩，所以按照我们前面给出的磁矩—自

旋关系就可以进一步得到电子自旋算符各分量（ öSx,y,z）的矩阵形式

öSx =
øh
2

! 1 =
øh
2

!
"""""#

0 1

1 0

$
%%%%%&,

öSy =
øh
2

! 2 =
øh
2

!
"""""#

0 ! i

i 0

$
%%%%%&,

öSz =
øh
2

! 3 =
øh
2

!
"""""#

1 0

0 ! 1

$
%%%%%&. �U�3�X�R�X�k�e�V

一般性的自旋矢量为

"S = öSx"ex + "Sy"ey + "Sz"sz. �U�3�X�R�X�k�d�V

可以验证电子自旋算符满足角动量对易关系：

'
öSx, öSy

(
= i øh öSz ,

'
öSz, öSx

(
= i øh öSy ,

'
öSy, öSz

(
= i øh öSx. �U�3�X�R�X�k�3�V

从角动量理论可知， )
ö"S2, öSx,y,z

*
= 0, �U�3�X�R�X�k�N�V

这就意味着
ö"S2 和自旋角动量的任意一个分量都有共同本征函数。通常人们选择

ö"S2

和 öSz，记其共同本征函数为 |s,ms"，满足如下的本征方程

ö"S2 |s,ms" = s(s+ 1)øh2 |s,ms" , öSz |s,ms" = møh|s,ms" . �U�3�X�R�X�j�y�V

如果系统初态处于 |z+ " 态，而磁场方位是任意，试问此时测量磁矩结果如何？

考虑在 x ! z 平面中磁场与 z 轴成 # 角，取其方向为 öu#，在经典物理中沿 öu# 方向的

磁矩为

öu# = öux sin# + öuz cos#. �U�3�X�R�X�j�R�V

根据对应性原理，我们假设

öµ# = öµx sin# + öµz cos#. �U�3�X�R�X�j�k�V

此规则可以保证，在旋转操作下磁矩各分量的平均值（
+

öµx
,
，

+
µ

,
y，

+
öµz

,
）的变化性

质和经典三维矢量相同。在 µz 表象中，

öµ# = µB

!
"""""#

cos# sin #

sin# ! cos#

$
%%%%%&. �U�3�X�R�X�j�j�V

明显 öµ# 的本征值是 ±µB，因为我们完全可以选择 öu# 方向作为 z 轴。其相应的本征

函数分别为

|#,+ " = |z,+ " cos
#
2

+ |z,! " sin
#
2

=

!
"""""#

cos#
2

sin #
2

$
%%%%%&,

泡利矩阵：

第 章 自旋

因为银原子磁矩就是银原子内部的电子磁矩，所以按照我们前面给出的磁矩—自

旋关系就可以进一步得到电子自旋算符各分量（Ŝx,y,z）的矩阵形式

Ŝx =
h̄
2
σ1 =

h̄
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 1

1 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

Ŝy =
h̄
2
σ2 =

h̄
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 ! i

i 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

Ŝz =
h̄
2
σ3 =

h̄
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0

0 ! 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

一般性的自旋矢量为

S⃗ = Ŝxe⃗x + S⃗y e⃗y + S⃗zs⃗z.

可以验证电子自旋算符满足角动量对易关系：

[
Ŝx, Ŝy

]
= i h̄Ŝz ,

[
Ŝz, Ŝx

]
= i h̄Ŝy ,

[
Ŝy , Ŝz

]
= i h̄Ŝx.

从角动量理论可知， [
ˆ⃗S2, Ŝx,y,z

]
= 0,

这就意味着
ˆ⃗S2 和自旋角动量的任意一个分量都有共同本征函数。通常人们选择

ˆ⃗S2

和 Ŝz，记其共同本征函数为 |s,ms"，满足如下的本征方程

ˆ⃗S2 |s,ms" = s(s+ 1)h̄2 |s,ms" , Ŝz |s,ms" =mh̄ |s,ms" .

如果系统初态处于 |z+" 态，而磁场方位是任意，试问此时测量磁矩结果如何？

考虑在 x ! z 平面中磁场与 z 轴成 θ 角，取其方向为 ûθ，在经典物理中沿 ûθ 方向的

磁矩为

ûθ = ûx sinθ+ ûz cosθ.

根据对应性原理，我们假设

µ̂θ = µ̂x sinθ+ µ̂z cosθ.

此规则可以保证，在旋转操作下磁矩各分量的平均值（
〈
µ̂x

〉
，

〈
µ
〉
y，

〈
µ̂z

〉
）的变化性

质和经典三维矢量相同。在 µz 表象中，

µ̂θ = µB

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
cosθ sinθ

sinθ ! cosθ

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

明显 µ̂θ 的本征值是 ±µB，因为我们完全可以选择 ûθ 方向作为 z 轴。其相应的本征

函数分别为

|θ,+" = |z,+" cos
θ
2
+ |z, ! " sin

θ
2
=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
cos θ2
sin θ

2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

⼀一般性电⼦子⾃自旋⽮矢量



⾃自旋⾓角动量
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4�6Gÿ�Ä öSx,y,z�Å,´.�Le�’�?

öSx =
øh
2

! 1 =
øh
2

!
"""""#

0 1

1 0

$
%%%%%&,

öSy =
øh
2

! 2 =
øh
2

!
"""""#

0 ! i

i 0

$
%%%%%&,

öSz =
øh
2

! 3 =
øh
2

!
"""""#

1 0

0 ! 1

$
%%%%%&. �U�3�X�R�X�k�e�V

�08\�W,´8��û.�Gÿ�j
"S = öSx"ex + "Sy"ey + "Sz"sz. �U�3�X�R�X�k�d�V


���P¼Añ+e�€8��û1Ç1V%�Cã@��ØGÿ�)�C�£3+�Ö
'
öSx, öSy

(
= i øh öSz ,

'
öSz, öSx

(
= i øh öSy ,

'
öSy, öSz

(
= i øh öSx. �U�3�X�R�X�k�3�V

�þ@��ØGÿ*6Aê
�.��È )
ö"S2, öSx,y,z

*
= 0, �U�3�X�R�X�k�N�V

F	�a�?
£-p ö"S2 
¼8��û@��ØGÿ,´�+�?�0�Z�6GÿG-�9�¡
<�\�±�-� �ÄFJ�h�ê��F9�� ö"S2


¼ öSz�ÈAà�¦�¡
<�\�±�-� �j |s,ms"�È%�Cã�²�;,´�\�±�é0;

ö"S2 |s,ms" = s(s+ 1)øh2 |s,ms" , öSz |s,ms" = møh|s,ms" . �U�3�X�R�X�j�y�V

�²�Ì3+5��M�1�4�¾ |z+ " �1�È6<.ñ
j�é�}�_�+�?�ÈB�L�!”�&#{Gÿ.ñ.�5��Ì�²�…�Û

63<•
X x ! z �£M’�].ñ
j�> z E¤�@# @��È
��¦�é
A�j öu# �È
X4ÿ�¨(™*6�]"ï öu# �é
A,´

.ñ.��j

öu# = öux sin# + öuz cos#. �U�3�X�R�X�j�R�V

�i�ž�)�Ä�W	Ï*6�È�A���wAî

öµ# = öµx sin# + öµz cos#. �U�3�X�R�X�j�k�V

!”?ô�I
����
Añ�È
X�ûEœ�ý�Œ�;.ñ.�
4�6Gÿ,´�£
w�l�Ä
+

öµx
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第 章 自旋

因为银原子磁矩就是银原子内部的电子磁矩，所以按照我们前面给出的磁矩—自

旋关系就可以进一步得到电子自旋算符各分量（Ŝx,y,z）的矩阵形式

Ŝx =
h̄
2
σ1 =

h̄
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 1

1 0

⎞
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Ŝy =
h̄
2
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一般性的自旋矢量为

S⃗ = Ŝxe⃗x + S⃗y e⃗y + S⃗zs⃗z.

可以验证电子自旋算符满足角动量对易关系：

[
Ŝx, Ŝy

]
= i h̄Ŝz ,

[
Ŝz, Ŝx

]
= i h̄Ŝy ,

[
Ŝy , Ŝz

]
= i h̄Ŝx.

从角动量理论可知， [
ˆ⃗S2, Ŝx,y,z

]
= 0,

这就意味着
ˆ⃗S2 和自旋角动量的任意一个分量都有共同本征函数。通常人们选择

ˆ⃗S2

和 Ŝz，记其共同本征函数为 |s,ms⟩，满足如下的本征方程
ˆ⃗S2 |s,ms⟩= s(s+ 1)h̄2 |s,ms⟩ , Ŝz |s,ms⟩=mh̄ |s,ms⟩ .

如果系统初态处于 |z+⟩ 态，而磁场方位是任意，试问此时测量磁矩结果如何？
考虑在 x− z 平面中磁场与 z 轴成 θ 角，取其方向为 ûθ，在经典物理中沿 ûθ 方向的

磁矩为

ûθ = ûx sinθ+ ûz cosθ.

根据对应性原理，我们假设

µ̂θ = µ̂x sinθ+ µ̂z cosθ.

此规则可以保证，在旋转操作下磁矩各分量的平均值（
〈
µ̂x

〉
，

〈
µ
〉
y，

〈
µ̂z

〉
）的变化性

质和经典三维矢量相同。在 µz 表象中，

µ̂θ = µB

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
cosθ sinθ

sinθ −cosθ

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

明显 µ̂θ 的本征值是 ±µB，因为我们完全可以选择 ûθ 方向作为 z 轴。其相应的本征

函数分别为

|θ,+⟩= |z,+⟩cos θ
2
+ |z,−⟩sin θ

2
=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
cos θ2
sin θ

2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

{ ö!S2, öSz}选取            ⼒力学量完全集，共同本征函数为|s,msi

ö!S2 |s, ms! = s(s + 1) ! 2 |s, ms!

Ŝz |s,msi = m~ |s,msi
s =

1

2
m = ±1

2

电⼦子
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8.4.3 Measurement Along an Arbitrary Axis

Up to now, we have only considered measurements along the three axesx, y
and z. Now we are interested in measuring the component of the magnetic
moment along an arbitrary axis. This is shown in Fig. 8.4. We place a SternÐ
Gerlach apparatus along an arbitrary direction deÞned by the unit vectoru ! ,
such that

u ! = u x sin ! + u z cos! . (8.28)

Classically, this corresponds to a measurement of the componentµ! of
the magnetic moment alongu ! , i. e. µ! = µx sin ! + µz cos! . Using the cor-
respondence principle, we assume that the corresponding observable is

öµ! = öµx sin ! + öµz cos! = µ0

!
cos! sin !
sin ! ! cos!

"
. (8.29)

This choice guarantees that the expectation values"µx #, "µy # and "µz# of
the components of the magnetic moment transform as the components of a
three-vector of the usual kind under rotations.

Just like öµx , öµy , öµz , the operator öµ! has the eigenvalues +µ0 and ! µ0. Its
eigenvectors are

x

z

gradient
along z

gradient
along !

incident
beam

beam
blocker

!

x

z

z
"

z
+

Fig. 8.4. A beam of silver atoms is prepared in the state |+ ! z . It then crosses a
Þeld gradient directed along u ! . In this measurement of the component of the mag-
netic moment along u ! , the two possible results are +µ0 and " µ0, with respective
probabilities cos2 ! / 2 and sin2 ! / 2. The graph in the lower right corner shows a
typical result for ! = " / 4
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在旋转操作下保证
磁矩各分量平均值的
变化性质和经典
三维⽮矢量相同
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第 章 自旋

因为银原子磁矩就是银原子内部的电子磁矩，所以按照我们前面给出的磁矩—自

旋关系就可以进一步得到电子自旋算符各分量（Ŝx,y,z）的矩阵形式

Ŝx =
h̄
2
σ1 =

h̄
2
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0 1
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一般性的自旋矢量为

S⃗ = Ŝxe⃗x + S⃗y e⃗y + S⃗zs⃗z.

可以验证电子自旋算符满足角动量对易关系：

[
Ŝx, Ŝy

]
= i h̄Ŝz ,

[
Ŝz, Ŝx

]
= i h̄Ŝy ,

[
Ŝy , Ŝz

]
= i h̄Ŝx.

从角动量理论可知， [
ˆ⃗S2, Ŝx,y,z

]
= 0,

这就意味着
ˆ⃗S2 和自旋角动量的任意一个分量都有共同本征函数。通常人们选择

ˆ⃗S2

和 Ŝz，记其共同本征函数为 |s,ms⟩，满足如下的本征方程
ˆ⃗S2 |s,ms⟩= s(s+ 1)h̄2 |s,ms⟩ , Ŝz |s,ms⟩=mh̄ |s,ms⟩ .

如果系统初态处于 |z+⟩ 态，而磁场方位是任意，试问此时测量磁矩结果如何？
考虑在 x− z 平面中磁场与 z 轴成 θ 角，取其方向为 ûθ，在经典物理中沿 ûθ 方向的

磁矩为

ûθ = ûx sinθ+ ûz cosθ.

根据对应性原理，我们假设

µ̂θ = µ̂x sinθ+ µ̂z cosθ.

此规则可以保证，在旋转操作下磁矩各分量的平均值（
〈
µ̂x

〉
，

〈
µ
〉
y，

〈
µ̂z

〉
）的变化性

质和经典三维矢量相同。在 µz 表象中，

µ̂θ = µB

⎛
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cosθ sinθ

sinθ −cosθ

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

明显 µ̂θ 的本征值是 ±µB，因为我们完全可以选择 ûθ 方向作为 z 轴。其相应的本征

函数分别为

|θ,+⟩= |z,+⟩cos θ
2
+ |z,−⟩sin θ

2
=

⎛
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cos θ2
sin θ

2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

对应性原理
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8.4.3 Measurement Along an Arbitrary Axis

Up to now, we have only considered measurements along the three axesx, y
and z. Now we are interested in measuring the component of the magnetic
moment along an arbitrary axis. This is shown in Fig. 8.4. We place a SternÐ
Gerlach apparatus along an arbitrary direction deÞned by the unit vectoru ! ,
such that

u ! = u x sin ! + u z cos! . (8.28)

Classically, this corresponds to a measurement of the componentµ! of
the magnetic moment alongu ! , i. e. µ! = µx sin ! + µz cos! . Using the cor-
respondence principle, we assume that the corresponding observable is

öµ! = öµx sin ! + öµz cos! = µ0

!
cos! sin !
sin ! ! cos!

"
. (8.29)

This choice guarantees that the expectation values"µx #, "µy # and "µz# of
the components of the magnetic moment transform as the components of a
three-vector of the usual kind under rotations.

Just like öµx , öµy , öµz , the operator öµ! has the eigenvalues +µ0 and ! µ0. Its
eigenvectors are

x

z

gradient
along z

gradient
along !

incident
beam

beam
blocker

!

x

z

z
"

z
+

Fig. 8.4. A beam of silver atoms is prepared in the state |+ ! z . It then crosses a
Þeld gradient directed along u ! . In this measurement of the component of the mag-
netic moment along u ! , the two possible results are +µ0 and " µ0, with respective
probabilities cos2 ! / 2 and sin2 ! / 2. The graph in the lower right corner shows a
typical result for ! = " / 4

öµ! = µB

!
cos! sin !
sin ! ! cos!

"

|! , !" =
!

! sin !
2

cos!
2

"
|! , + ! =

!
cos!

2
sin !

2

"

P+ = |h✓,+ |z,+i|2

=

!
!
!
!cos

!
2

!z,+ |z,+ " + sin
!
2

!z,# |z,+ "

!
!
!
!

2
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!

!
2

"

P� = sin2
✓
✓

2

◆

hµ̂✓i = cos

2 ✓

2

� sin

2 ✓

2

= cos ✓
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⼀一般磁场中的磁矩算符
设磁场沿   ⽅方向!n

!n = (sin " cos#, sin" sin#, cos" )

öµn = ö!µ á!n = µB (" x sin#cos$ + " y sin#cos$ + " z cos#)

= µB

!
cos! sin ! e! i !

sin ! ei ! ! cos!

"

öSn =
!
2

!
cos! sin ! e! i !

sin ! ei ! ! cos!

"
⾃自旋沿着   ⽅方向的算符!n



电⼦子波函数：混合表⽰示
⾃自旋没有经典对应，我们仅仅知道电⼦子⾃自旋的对易关系
和本征值，那么我们如何描述电⼦子的⾃自旋波函数呢？

1) 混合表⽰示
选取⾃自旋    的本征态               和       
作为⾃自旋空间基⽮矢

öSz |z+ ! " |+ ! |z!" # |!"

|! (t)! = |! + ("r, t )! " |+ ! + |! ! ("r, t )! " |#!

波函数内积为
h (t) | (t)i =

Z
| +(~r, t)|2 d3~r +

Z
| �(~r, t)|2 d3~r



电⼦子波函数：混合表⽰示
波函数和⾃自⾝身内积为

h (t) | (t)i =
Z

| +(~r, t)|2 d3~r +
Z

| �(~r, t)|2 d3~r

在   处的体积元      内
发现               的粒⼦子
的概率密度

!r d3!r
sz = + ! / 2

不计⾃自旋时，对⾃自旋⾃自由度求和后得到⼏几率密度为
P (~r, t) = | +(~r, t)|2 + | �(~r, t)|2

发现             的⼏几率密度为

P+ (!r, t ) =
|" + (!r, t )|2

P(!r, t )
, P! (!r, t ) =

|" ! (!r, t )|2

P(!r, t )

sz = ±
!
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电⼦子波函数：旋量表⽰示
|! (t)! = |! + ("r, t )! " |+ ! + |! ! ("r, t )! " |#!

选取     的本征态为基⽮矢ösz

|+i =
✓

1
0

◆
, |�i =

✓
0
1

◆

|! (t)! =
!

! + ("r, t )
! ! ("r, t )

"

h (t)| =
�
 ⇤
+(~r, t)  ⇤

�(~r, t)
�

则有



银原⼦子在磁场中运动



磁场中运动的银原⼦子的哈密顿算符是
öH = öHext ! öI int + öW

öW = ! ö!µ á!B (!r ) = ! öµx Bx (!r ) ! öµy By (!r ) ! öµzBz(!r )

描述银原⼦子磁矩和
磁场之间的相互作⽤用

银原⼦子在三维
坐标空间中运动

!B (!r )是⼀一个常数磁场，öW不包含任何外部空间的信息
波函数可以因式分解为外部空间部分和
                                   内部磁矩空间部分

!B (!r )不是⼀一个常数磁场， öW包含任何外部空间的信息
⽆无法因⼦子化外部空间和内部空间

*

*



⼤大部分实验中⾃自旋和空间变量是紧密关联的，⽆无法因⼦子化。

如果在具体物理问题中，和⾃自旋有关的相互作⽤用⾮非常微弱，
此时我们可以将⾃自旋⾃自由度和空间部分视作完全独⽴立（脱
耦），波函数可因⼦子化为

此时测量仅和电⼦子空间部分有关的物理量，我们所得到的
结果将和电⼦子⾃自旋⽆无关，仿佛电⼦子没有⾃自旋，但此时还存
在着对电⼦子⾃自由度的简并。例如我们之前推导氢原⼦子能级
时并没有考虑电⼦子⾃自旋时得到能级简并度为    ，考虑电⼦子
⾃自由度后简并度为     。

另⼀一⽅方⾯面，与电⼦子⾃自旋有关的物理量测量值也和粒⼦子位置
⽆无关。例如核磁共振效应中核⼦子位置并不重要，核⼦子⾃自旋
给出我们所需的全部信息。
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均匀常磁场中银原⼦子运动 !B = B0öez
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磁矩平均值随时间变化关系是：
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磁矩平均值
随时间变化

绕z轴做回旋进动

8.6 Evolution of the Atom in a Magnetic Field 173

!

M Fig. 8.5. Time evolution of the expectation values of
the components of the magnetic moment of a silver atom
placed in a magnetic Þeld directed along z. One observes
a gyroscopic motion identical to the Larmor precession of
a classical magnetic moment placed in the same Þeld

8.6.3 Explanation of the SternÐGerlach Experiment

The last question we want to examine is whether the theoretical model that
we have built can explain the observed spatial separation of the states|± ! z .
We consider an incident atomic beam propagating alongy; each atom pos-
sesses a magnetic moment. In a region of lengthL , a magnetic ÞeldB parallel
to z is applied with a gradient along z:

B (r ) = Bz(r )u z , where Bz(r ) = B0 + b!z . (8.54)

In full rigor, (8.54) is incorrect since the Þeld B (r ) does not satisfy ! áB = 0. A
more realistic calculation can be done with a Þeld B = B0u z + b! (zu z ! xu x ), which
satisÞes MaxwellÕs equations. If the dominant part of the ÞeldB0ez is much larger
than the transverse Þeld ! b!xex over the transverse extension ! x of the atomic
wave packet (i. e. B0 " b! ! x), the eigenstates of ! öµ áB remain practically equal
to |± #z and the present approach is valid.

Under these conditions, the Schr¬odinger equation (8.45) can be decoupled
into two equations:

iøh
!
! t

" + (r , t) =
!

öp2

2m
" µ0B

"
" + (r , t) , (8.55)

iøh
!
! t

" " (r , t) =
!

öp2

2m
+ µ0B

"
" " (r , t) . (8.56)

These two equations are both of the same type as the Schr¬odinger equation
seen in Chap. 3, but the potential is not the same for" + and " " . In order
to proceed further, we set

#± =
#

|" ± (r , t)|2 d3r , #+ + #" = 1 , (8.57)

where #+ and #" are the probabilities of Þnding µz = + µ0 and µz = " µ0.
We deduce from (8.55) and (8.56) that

! 0"ez



回旋运动周期
经典物理：t = 2⇡/!0时，作回旋进动的物体经过⼀一个周期回到原地
量⼦子物理：
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2
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2
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e! i

!0 t
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!0 t
2 |#!
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! (t) = ! 0ei

! 0 t
2

! (t) = ! 0e! i
! 0 t

2

t = 2⇡/!0时系统绕磁场进动⼀一周，此时波函数仍是     的本征态öµx
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!! (t =

4"
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=
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⾃自旋为1/2的
量⼦子体系

必须旋转     才
回到原始状态

4!



碱⾦金属光谱的
双线结构

（电⼦子⾃自旋-轨道⾓角动量耦合）



⾃自旋-轨道⾓角动量耦合

öH = öT + V(ör ) + öHSO

=
öp2

r

2µ
+

ö!L 2

2µr 2 !
e2

r
+ Z " 2E1

! a0

r

" 3 !S á!L
! 2

E1 =
1
2

me(! c)2

a0是氢原⼦子玻尔半径

将轨道⾓角动量希尔伯特空间和
⾃自旋⾓角动量希尔伯特空间

相互关联起来

H !S ! H !L
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⾃自旋-轨道⾓角动量耦合
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总⾓角动量
定义为轨道⾓角动量和⾃自旋⾓角动量之和
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�R�V[!J, !Sá!L] = 0

[!J, !Sá!L] = [ !L + !S, !Sá!L] =
!

i = x,y,z

"
Si [!L,Li ] + [ !S,Si ]Li

#

= Sx[!L,Lx] + [ !S,Sx]Lx + Sy[!L,Ly] + [ !S,Sy]Ly + Sz[!L,Lz] + [ !S,Sz]Lz

= Sx[Ly,Lx]!ey + Sx[Lz,Lx]!ez + [ Sy,Sx]Lx!ey + [ Sz,Sx]Lx!ez

+ Sy[Lx,Ly]!ex + Sy[Lz,Ly]!ez + [ Sx,Sy]Ly!ex + [ Sz,Sy]Ly!ez

+ Sz[Lx,Lz]!ex + Sz[Ly,Lz]!ey + [ Sx,Sz]Lz!ex + [ Sy,Sz]Lz!ey

= !ex

"
Sy[Lx,Ly] + [ Sx,Sy]Ly + Sz[Lx,Lz] + [ Sx,Sz]Lz

#

+ !ey

"
Sx[Ly,Lx] + [ Sy,Sx]Lx + Sz[Ly,Lz] + [ Sy,Sz]Lz

#

+ !ez

"
Sx[Lz,Lx] + [ Sz,Sx]Lx + Sy[Lz,Ly] + [ Sz,Sy]Ly

#

= i øh!ex

"
SyLz + SzLy ! SzLy ! SyLz

#

+ i øh!ey (! SxLz ! SzLx + SzLx + SxLz)

+ i øh!ez

"
SxLy + SyLx ! SyLx ! SxLy

#

= 0
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!J2 =
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!J 2 =
!

!L 2 + !S2
" 2

= !L 2 + !S2 + 2 !S á!L

⼒力学量完全集 { öH, !J 2, !L 2, !S2, Jz }

ö!S áö!L =
1
2

! ö!J 2 ! ö!L 2 ! ö!S2
"

öH =
öp2

r

2µ
+

ö!L 2

2µr 2 !
e2

r
+ " 2E1

! a0

r

" 3 1
2

! ö!J 2 ! ö!L 2 ! ö!S2
"

系统的哈密顿算符是
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[!L2, !Sá!L] = !Sá[!L2,!L] = 0,
!
Li , !Sá!L

"
= Sj

!
Li ,Lj

"
! 0.
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öJz

'
((((()

%1

%2

*
+++++, = j z

'
((((()

%1

%2

*
+++++, .

! (" , #, sz ) =
!

#(" , #, + ! / 2)
#(" , #, ! ! / 2)

"
"

!
#1(" , #)
#2(" , #)

"

我们要求本征函数满⾜足如下⼏几个本征⽅方程

1）   是    的本征函数 ~L2

ö!L 2" = C"
öL 2! 1 = C! 1

öL 2! 2 = C! 2



2）    是    的本征态öJz!

öJz

!
! 1

! 2

"
= j z

!
! 1

! 2

"

! öJz 0
0 öJz

" !
! 1

! 2

"
=

! öL z + öSz 0
0 öL z + öSz

" !
! 1

! 2

"
=

!
j z 0
0 j z

" !
! 1

! 2

"

! öL z 0
0 öL z

" !
! 1

! 2

"
=

!
j z 0
0 j z

" !
! 1

! 2

"
!

!
2

!
+1 0
0 ! 1

" !
! 1

! 2

"

!
""#

""$

öL z ! 1 =
%

j z !
!
2

&
! 1

öL z ! 2 =
%

j z +
!
2

&
! 2

! (" , #, sz ) =
!

aYl,m

bYl,m +1

"

L̂2 = l(l + 1)~2 

öJz ! =
!

m +
1
2

"
!



3 )     是     的本征函数öJ 2!

öJ 2的算符表⽰示是
~̂J2 = ~̂L2 + ~̂S2 + 2 ~̂S · ~̂L

= ~̂L2 + ~̂S2 + ~
⇣
�̂
x

L̂
x

+ �̂
y

L̂
y

+ �̂
z

L̂
z

⌘

= ~̂L2 ⌦ Î2⇥2 +
3~2
4

✓
1 0
0 1

◆

+ ~
✓

0 1
1 0

◆
L̂
x

+ ~
✓

0 �i
i 0

◆
L̂
y

+ ~
✓

1 0
0 �1

◆
L̂
z

=

0

B@
~̂L2 +

3

4
~2 + ~L̂

z

~
⇣
L̂
x

� iL̂
y

⌘

~
⇣
L̂
x

+ iL̂
y

⌘
~̂L2 +

3

4
~2 � ~L̂

z

1

CA

=

0

B@
~̂L2 +

3

4
~2 + ~L̂

z

~L̂�

~L̂+
~̂L2 +

3

4
~2 � ~L̂

z

1

CA
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ö"J2 = ö"L2 + ö"S2 + 2 ö"Sáö"L

= ö"L2 + ö"S2 + øh
!

ö#x öLx ö#y öLy + ö#z öLz

"

= ö"L2 ! öI2" 2 +
3øh2

4

#
$$$$$%

1 0

0 1

&
'''''(

+ øh

#
$$$$$%

0 1

1 0

&
'''''(

öLx + øh

#
$$$$$%

0 #i

i 0

&
'''''(

öLy + øh

#
$$$$$%

1 0

0 #1

&
'''''(

öLz

=

#
$$$$$$$$%

ö"L2 +
3
4

øh2 + øhöLz øh
!
öLx # i öLy

"

øh
!
öLx + i öLy

" ö"L2 +
3
4

øh2 # øhöLz

&
''''''''(

=

#
$$$$$$$$%

ö"L2 +
3
4

øh2 + øhöLz øhöL#

øhöL+
ö"L2 +

3
4

øh2 # øhöLz

&
''''''''(
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öJ2

#
$$$$$%

aYl ,m
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&
'''''( = $øh2

#
$$$$$%
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bYl ,m+ 1

&
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#
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3
4

øh2 + øhöLz øhöL#

øhöL+
ö"L2 +

3
4

øh2 # øhöLz

&
''''''''(

#
$$$$$%

aYl ,m

bYl ,m+ 1

&
'''''( = $øh2

#
$$$$$%

aYl ,m

bYl ,m+ 1

&
'''''( . �U�3�X�j�X�k�e�V
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öL±Yl ,m = øh
)

(l $ m)( l ± m + 1) Yl ,m±1, �U�3�X�j�X�k�d�V


��Ç
#
$$$$$$$$$$%

*
l (l + 1) + 3

4 + m
+
øh2aYl ,m + øh2

,
(l + m + 1)( l # m) bYl ,m

,
(l + m + 1)( l # m) øh2aYl ,m+ 1 +

*
l (l + 1) + 3

4 # (m + 1)
+
øh2bYl ,m+ 1

&
''''''''''(

= $øh2

#
$$$$$$$$$$%

aYl ,m

bYl ,m+ 1

&
''''''''''(

F	5	�*�T�Z�\�±�l�é0;�Ö

$a =
-
l (l + 1) +

3
4

+ m
.
a+

)
(l + m + 1)( l # m) b

$b =
)

(l + m + 1)( l # m) a+
-
l (l + 1) +

3
4

# (m + 1)
.
b. �U�3�X�j�X�k�3�V

�ˆ
XMŽ�£�è@�?±"r
///////

l (l + 1) + 3
4 + m # $

,
(l + m + 1)( l # m)

,
(l + m + 1)( l # m) l (l + 1) + 3

4 # (m + 1) # $

///////
= 0, �U�3�X�j�X�k�N�V

öL ± Yl,m = !
!

(l ! m)( l ± m + 1) Yl,m ± 1

!

"

#
l(l + 1) + 3

4 + m
$

! 2aYl,m + ! 2
%

(l + m + 1)( l ! m)bYl,m

%
(l + m + 1)( l ! m)! 2aYl,m +1 +

#
l(l + 1) + 3

4 ! (m + 1)
$

! 2bYl,m +1

&

' = ! ! 2

!

"
aYl,m

bYl,m +1

&

'

利用



本征⽅方程

! a =
!
l (l + 1) +

3
4

+ m
"

a +
#

(l + m + 1)( l ! m)b

�b =
p

(l +m+ 1)(l �m)a+


l(l + 1) +

3

4
� (m+ 1)

�
b

存在⾮非平庸解要求
!
!
!
!

l (l + 1) + 3
4 + m ! !

"
(l + m + 1)( l ! m)"

(l + m + 1)( l ! m) l(l + 1) + 3
4 ! (m + 1) ! !

!
!
!
! = 0

�1 =

✓
l +

1

2

◆✓
l +

3

2

◆

�2 =

✓
l � 1

2

◆✓
l +

1

2

◆

两个本征解

j = l ± 1

2

定义

j(j + 1)~2

~J2   算符
本征值为
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! 1 =
!
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1
2

" !
l +

3
2

"

! 2 =
!
l !

1
2

" !
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1
2

"
. �U�3�X�j�X�j�y�V

�Ê�y j = l ±
1
2
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�ƒ
� j = l +
1
2

�&�È
��Ç

a
b

=

#
l + m + 1

l ! m
, �U�3�X�j�X�j�R�V
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# ($,%,sz) =
1

"
2l + 1

$
%%%%%&

"
l + m + 1Yl ,m"
l ! mYl ,m+ 1

'
((((()

=

#
l + m + 1

2l + 1
|+ #Yl ,m($,%) +

#
l ! m
2l + 1

Yl ,m+ 1($,%) |! #, �U�3�X�j�X�j�k�V
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%%%%%&

1

0

'
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%%%%%&

0

1

'
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2
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��Ç
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%%%%%&
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"
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l + m + 1Yl ,m+ 1

'
((((()

= !

#
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2l + 1

|+ #Yl ,m($,%) +

#
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1
2

*
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3
4

+

=

,
---.
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它给出两个本征解
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定义 j = l ± 1
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，则 J⃗2 算符本征值为 j(j + 1)h̄2。
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碱金属光谱的双线结构

从上面求解出的 {Ĥ , J⃗2, L⃗2, Ĵz} 力学量完全解的本征函数可知，当 l = 0 时，j = s，

此时无自旋 轨道角动量耦合。当 l ! 0 时，j = l ± 1
2
，此时 S⃗ · L⃗ 的本征值为

1
2

{
j(j + 1)− l(l + 1)− 3

4

}

=

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

1
2
l, j = l + 1

2, L⃗和S⃗平行,

−1
2
(l + 1), j = l − 1

2, L⃗和S⃗反平行.
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上帝⻘青睐的数字：2
发现电⼦子⾃自旋的过程是⾮非常神奇的，数字“2”在这个过程中起到
了关键的作⽤用。这个迷惑⼈人的“2”⽆无处不在（⼈人们从未期望这些
“2”具有共同的起源。）：
电⼦子⾃自旋具有“2”值量⼦子数；
电⼦子朗德g因⼦子是轨道⾓角动量g因⼦子的“2”倍；
正常Zeeman效应发⽣生在具有“2”个电⼦子的原⼦子中；
反常Zeeman效应的光谱线分裂为“2”的整数倍；
具有闭合壳层的原⼦子中有2n2个电⼦子；
泡利不相容原理不允许“2”个电⼦子占据同⼀一个量⼦子状态；
Thomas进动引⼊入了⼀一个1/2因⼦子；
斯特恩-盖拉赫实验观测到“2”个亮斑。

⼤大⾃自然似乎并不希望我们轻易地发现⾃自然界的基本规律，它将
“2”隐藏在各个⾓角落；但它⼜又是⾮非常慷慨，给了我们这么多“2”！


