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第 章 全同粒子

世纪末最有才气的莱布尼茨（ ）在普鲁士王宫里向

王室成员和众多贵族宣传他的宇宙观时ᨀ出：“凡物莫不相异”——“天地间没有两个

彼此完全相同的树叶”。诚然，经典物理的所有物体都是可以区分的。在经典物理

中，“空间”是物理对象“位置”的自然沿拓，空间是由占据它的粒子来定义的。因

为粒子（或质点）具有不可入性，即在同一时刻两个物理对象无法占据同一空间位置

r⃗，所以原则上我们可以根据物理对象的空间位置来区分它们。然而量子力学中“轨

道”没有物理意义，由于不确定关系，在给定时刻᧿述粒子的空间分布的波函数要涵

盖整个坐标空间，此时我们需要讨论物理对象的量子状态。波函数遵从态叠加原理，

然而对于多粒子体系，态叠加原理并没有要求两个粒子出现在空间同一点的几率密度

为零。下面我们将讨论：“两个物体是否可以在同一时刻处于同一状态？”

在量子力学中，这个问题变得更加重要，量子化将导致全同粒子——定义为所有

物理属性（质量、电荷、自旋等）完全相同的粒子。例如

自旋 s ：0,
1
2
, 1,

3
2
, · · ·

电荷 e ：± 1, ± 2, ± 2
3
, ± 1

3
, · · ·

弱荷 I ：± 1
2

质量 M ：me, mp, · · ·

宇宙中所有电子的质量、自旋和电荷等诸般属性完全相同。此时上面的问题化作：“量

子力学中内禀属性完全相同的粒子是否可以处于相同状态？”这就是我们下面要讨论

的物理学中最简单也是最深刻的原理——泡利不相容原理。

全同粒子的不可区分性

在经典物理中我们可以同时测量两个粒子的位置，所以我们可以跟踪两个粒子的

轨迹来区分粒子 和粒子 。例如，在斯诺克比赛中，只要摄影机的分辨率足够精确，

我们就可以分辨 个红球。故而，无论两个经典粒子如何相似，它们都是可以分辨

的。在宏观尺度上，全同只不过是一个抽象的概念而已。在量子力学中，当两个粒

子的波函数具有重叠时，虽然我们可以在每一个时刻都可以用 和 来标记两个粒

子，但我们无法知道下一时刻它们的轨道信息，所以我们无法跟踪这两个粒子。如图

（ ）所示，在两粒子的德布罗意波重叠区域，我们无法区分左面图形和右面图形。
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Ĥ = ĥ(q1) + ĥ(q2)
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第 章 全同粒子

当 k1 = k2 = k 时，ψ
(A)
kk = 0。这就是泡利不相容原理——不允许两个全同的费

米子处于同一单粒子态
∣∣∣φk

〉
上，这里 k 代表足以᧿述费米子体系的一组完备量

子数。如果在实验中我们发现全同费米子处于同一个单粒子态中，那就意味着

我们已知的量子数集合并不是完备的，一定存在着未知的力学量自由度。

示例

考虑两个全同自由粒子，令其动量分别为 h̄k⃗α 和 h̄k⃗β。下面分三种情况讨论它们

在空间的相对距离的几率分布。我们更关心的是两粒子体系的相对位置分布。将两体

问题化简为整体位置和相对位置，略去质心运动部分，相对运动的波函数为

φk(r⃗) =
1

(2πh̄)3/2 e
ik⃗ ·⃗r .

没有交换对称性（相当于非全同粒子）：在不计及交换对称性时，两粒子相对运

动的波函数就是 φk(r⃗)。此时在一个粒子周围，半径在 (r, r+ dr) 的球壳内找到

另一个粒子的几率为

r2dr
∫
|φk(r⃗)|2dΩ =

4πr2dr
(2πh̄)3

= 4πr2P(r)dr.

式中 P(r) 表示几率密度。从上式中看出 P(r) 是个常数。这完全符合无相互作

用的两个自由粒子的物理图像，每个粒子的波函数覆盖全空间而且出现在不同

位置的几率均等。

交换反对称：当粒子 1↔ 2 交换时，r⃗→−r⃗，反对称波函数为

φ
(A)
k (r⃗) =

1√
2
(1− P̂12)

1
(2πh̄)3/2 e

ik⃗ ·⃗r =
i
√
2

(2πh̄)3/2 sin(⃗k · r⃗),

由此计算可得

4πr2P(A)(r)dr = r2dr
∫
|φ(A)

k (r)|2dΩ =
2r2dr
(2πh̄)3

∫
sin2(⃗k · r⃗)dΩ

=
2r2dr
(2πh̄)3

∫ 2π

0
dφ

∫ π

0
sin2(kr cosθ)sinθdθ

=
4πr2dr
(2πh̄)3

[
1− sin(2kr)

2kr

]
,

即

P(A)(r) =
1

(2πh̄)3

[
1− sin(2kr)

2kr

]
.

交换对称：类似可以求出

P
(s)
k (r) =

1
(2πh̄)3

[
1+

sin(2kr)
2kr

]
.
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为求解 E
(1)
k ，我们用

〈
ψ
(0)
k

∣∣∣∣ 标记 λ1 系数方程得

〈
ψ
(0)
k

∣∣∣Ĥ0 −E(0)
k

∣∣∣ψ(1)
k

〉
= −

〈
ψ
(0)
k

∣∣∣Ŵ
∣∣∣ψ(0)

k

〉
+E

(1)
k .

利用 Ĥ0 的厄米性和能量本征方程，上式左方为零，所以

E
(1)
k =

〈
ψ
(0)
k

∣∣∣Ŵ
∣∣∣ψ(0)

k

〉
.

这说明，能量的一级微扰修正是微扰项在未受微扰系统的本征态中的平均值。

在一些物理问题中，由于对称性要求，一级微扰可以是零。例如无限深势阱中的

带电粒子，当施加一个微弱外电场（E）时，带电粒子获得一个静电势能 V (x) = −qEx。
将这个微弱势能看作为微扰，我们可以计算其一级微扰贡献。因为无限深势阱的能狼

本征函数具有特定的宇称，所以在一级微扰水平上，能量的修正为 ，

E
(1)
k = −qE

〈
u
(±)
k

∣∣∣x
∣∣∣u(±)

k

〉
= 0.

原则上我们可以计算无穷级的微扰贡献，实际研究工作中计算量随着微扰展开阶数而

迅速增加。所以具体要算到哪一个微扰阶数是取决于实验精度。如果理论计算精度已

经超出实验探测水平，那么我们就没有必要在计算更高阶数的贡献了。当一级微扰为

零时，我们需要计算二阶能量修正。

由 λ2 系数式可知 E
(2)
k 依赖于 ψ

(1)
k ，所以我们需要求解 ψ

(1)
k 。因为 Ĥ0 的本征函

数组 {
∣∣∣∣ψ

(0)
k

〉
} 是完备的，所以可以将

∣∣∣∣ψ
(1)
k

〉
展开为

∣∣∣∣ψ
(0)
k

〉
的线性组合

∣∣∣∣ψ
(1)
k

〉
=

∑

m

a
(1)
m

∣∣∣∣ψ
(0)
m

〉
,

代入到 λ1 系数方程中得
(
Ĥ0 −E(0)

k

)∑

m

a
(1)
m

∣∣∣∣ψ
(0)
m

〉
=

∑

m

a
(1)
m

(
E
(0)
m −E(0)

k

) ∣∣∣∣ψ
(0)
m

〉
=

(
E
(1)
k − Ŵ

) ∣∣∣∣ψ
(0)
k

〉
.

用
〈
ψ
(0)
n

∣∣∣∣ 标积上式得

∑

m

a
(1)
m

(
E
(0)
m −E(0)

k

)〈
ψ
(0)
n

∣∣∣∣ψ
(0)
m

〉
= E

(1)
k δnk −

〈
ψ
(0)
n

∣∣∣Ŵ
∣∣∣ψ0

k

〉
.

对 m 求和后仅有 m = n 项不为零，所以当 n ! k 时

a
(1)
n =

〈
ψ
(0)
n

∣∣∣Ŵ
∣∣∣ψ(0)

k

〉

E
(0)
k −E

(0)
n

≡
(
Ŵ

)
nk

E
(0)
k −E

(0)
n

.
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微扰展开

并不改变 λ 系数方程。例如

λ1 :
(
Ĥ0 −E(0)

k

)
(ψ

(1)
k + εφ

(0)
k ) =

(
Ĥ0 −E(0)

k

)
ψ
(1)
k

λ2 :
(
Ĥ0 −E(0)

k

)
(ψ

(2)
k + εφ

(0)
k ) =

(
Ĥ0 −E(0)

k

)
ψ
(2)
k ,

...

所以我们所得微扰波函数总存在一个自由度 ε，选择
〈
ψ
(m)
k

∣∣∣∣ψ
(0)
k

〉
= 0 将固定 ε = 0。

这种选取符合“微扰论”精神。因为 ψ
(m)
k ≪ ψ

(0)
k ，所以归一化后的 ψ

(m)
k 中沿着 ψ

(0)
k

方向的分量都是高阶小量。

我们将波函数用微扰展开后看一下波函数微扰修正分量的贡献。将微扰修正后的

波函数写作未受微扰波函数 ψ
(0)
k 的线性组合

∣∣∣ψk
〉
=
∞∑

j=1

akjψ
(0)
j = akkψ

(0)
k +

∑

j!k

akjψ
(0)
j ,

其中各项系数可以按照 λ 展开如下：

akk = a
(0)
kk +λa

(1)
kk +λ2a

(2)
kk + · · ·

akj = λa
(1)
kj +λ2a

(2)
kj + · · ·

归一化要求

1 =
〈
ψk

∣∣∣ψk
〉
= |akk |2+

∑

j!k

∣∣∣akj
∣∣∣2

=
∣∣∣∣a
(0)
kk

∣∣∣∣
2
+

∑

j

(
λa

(1)
kj + · · ·

)2

=
∣∣∣∣a
(0)
kk

∣∣∣∣
2
+O(λ2).

所以在忽略 λ2 贡献后
∣∣∣∣a
(0)
kk

∣∣∣∣
2
= 1，这意味着 a

(1)
kk = 0。

小结：当 Ĥ0 的本征函数 ψ
(0)
k 没有简并时，一级微扰贡献为

E
(1)
k =

〈
φ
(0)
k

∣∣∣Ŵ
∣∣∣φ(0)

k

〉

φ
(1)
k =

∑

i!k

〈
φ
(0)
i

∣∣∣Ŵ
∣∣∣φ(0)

k

〉

Ek −Ei

∣∣∣∣φ
(0)
i

〉
.

二级微扰

二级微扰满足 λ2 系数方程
(
Ĥ0 −E(0)

k

) ∣∣∣∣ψ
(2)
k

〉
=

(
E
(1)
k − Ŵ

) ∣∣∣∣ψ
(1)
k

〉
+ E

(2)
k

∣∣∣∣ψ
(0)
k

〉
.
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第 章 定态微扰论

用
〈
φ
(0)
k

∣∣∣∣ 标积上式并利用

(
Ĥ0 −E(0)

k

) ∣∣∣∣φ
(0)
k

〉
= 0,

〈
φ
(0)
k

∣∣∣∣φ
(1)
k

〉
= 0

可得

E
(1)
k

✟✟✟✟✟✟✟✯
0〈

φ
(0)
k

∣∣∣∣φ
(1)
k

〉
−
〈
φ
(0)
k

∣∣∣Ŵ
∣∣∣φ(1)

k

〉
+E

(2)
k = 0,

即

E
(2)
k =

〈
φ
(0)
k

∣∣∣∣φ
(1)
k

〉
=

∑

i!k

∣∣∣∣∣
〈
φ
(0)
i

∣∣∣Ŵ
∣∣∣φ(0)

k

〉∣∣∣∣∣
2

Ek −Ei

此二级能量修正依赖于 Ĥ0 的除 φ
(0)
k 之外的全部本征函数，可以将其改写为

E
(2)
k =

∑

i!k

1
Ek −Ei

〈
φ
(0)
k

∣∣∣Ŵ
∣∣∣φ(0)

i

〉〈
φ
(0)
i

∣∣∣Ŵ
∣∣∣φ(0)

k

〉
.

明显，当
∣∣∣∣ψ

(0)
k

〉
是基态时，二级能量修正总是负值，因为 E

(0)
i > E

(0)
k 。

我们可以将此二级能量修正近似视作是从 E
(0)
k 能级发射和吸收某种“虚粒

子”——永远无法测量的粒子——所引起的能量修正。在 Ŵ 微扰作用下，该虚粒子从

E
(0)
k 态和 E

(0)
i 态之间跃迁。注意：在非相对论量子力学中，波函数中包含了物理体

系的完整信息，此处提及的虚粒子仅仅是为了便于理解问题。

微扰收敛性

为保证微扰论成立，要求微扰矩阵元远小于相应两能级之差，即

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

〈
φ
(0)
i

∣∣∣Ŵ
∣∣∣φ(0)

k

〉

E
(0)
i −E

(0)
k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
≪ 1.

当微扰贡献可以改变整个物理图像时，无法将 Ŵ 视作为微扰。

另一方面微扰伦成立还要求二级能量修正中对各态求和是收敛的，但通常很难证

明这一点。如果在能量很高的态
∣∣∣∣ψ

(0)
i

〉
（E

(0)
i ≫ E

(0)
k ）中，微扰矩阵元

〈
φ
(0)
i

∣∣∣Ŵ
∣∣∣φ(0)

k

〉

并没有非常迅速地减少来保证对各台求和收敛，那么此二级微扰就产生一个发散项，

通常被称作为“紫外发散”。如果在 E
(0)
k 能级附近存在无穷个（或连续的）态函数，

其能量满足 |E(0)
i − E

(0)
k | ∼ 0，那么对这些态函数求和将导致另一类发散项，称作为

“红外发散”。
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Ĥ0 −E(0)

k

) ∣∣∣∣φ
(0)
k

〉
= 0,

〈
φ
(0)
k

∣∣∣∣φ
(1)
k

〉
= 0

可得

E
(1)
k

✟✟✟✟✟✟✟✯
0〈

φ
(0)
k

∣∣∣∣φ
(1)
k

〉
−
〈
φ
(0)
k

∣∣∣Ŵ
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∣∣∣φ(0)

k

〉
.

明显，当
∣∣∣∣ψ

(0)
k

〉
是基态时，二级能量修正总是负值，因为 E

(0)
i > E

(0)
k 。

我们可以将此二级能量修正近似视作是从 E
(0)
k 能级发射和吸收某种“虚粒

子”——永远无法测量的粒子——所引起的能量修正。在 Ŵ 微扰作用下，该虚粒子从

E
(0)
k 态和 E

(0)
i 态之间跃迁。注意：在非相对论量子力学中，波函数中包含了物理体

系的完整信息，此处提及的虚粒子仅仅是为了便于理解问题。

微扰收敛性

为保证微扰论成立，要求微扰矩阵元远小于相应两能级之差，即
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当微扰贡献可以改变整个物理图像时，无法将 Ŵ 视作为微扰。

另一方面微扰伦成立还要求二级能量修正中对各态求和是收敛的，但通常很难证

明这一点。如果在能量很高的态
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k ）中，微扰矩阵元
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并没有非常迅速地减少来保证对各台求和收敛，那么此二级微扰就产生一个发散项，

通常被称作为“紫外发散”。如果在 E
(0)
k 能级附近存在无穷个（或连续的）态函数，

其能量满足 |E(0)
i − E

(0)
k | ∼ 0，那么对这些态函数求和将导致另一类发散项，称作为

“红外发散”。
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