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角动量理论

角动量理论

下面我们讨论一般性的角动量理论和角动量耦合。在研究碱金属的自旋 轨道角

动量耦合时，我们发现总角动量（自旋角动量和轨道角动量之和）都遵从和轨道角动

量一样的对易关系，

[Ĵi , Ĵi ] = i h̄ϵijk Ĵk .

注意，角动量对易关系仅仅是一种代数结构，因为在对易关系的两侧都除以 i h̄ 因子

就可给出无量纲的对易关系

[Ĵ ′i , Ĵ
′
j ] = ϵijk Ĵ

′
k .

详见手稿讲义。。。

角动量耦合

经典物理中，两个物体的角动量 L⃗1 和 L⃗2 是作用在同一空间中，因此总角动量

等于各自角动量分量之和，L⃗ = L⃗1+ L⃗2。但量子力学中，两个物体的角动量作用在不

同的希尔伯特空间，例如 H1 : L2(R3) 和 H2 : L2(R3)。我们必须将希尔伯特空间直乘

后才可以描述两体系统的量子状态，即 H12 =H1 ⊗H2。此时我们可以定义总角动量

算符为

J⃗ = J⃗1 ⊗ Î2+ Î1 ⊗ J⃗2 ≡ J⃗1+ J⃗2.

因为 [J⃗1, J⃗2] = 0，容易验证 J⃗ × J⃗ = i h̄J⃗，

[Ji , Jj ] = [J1i + J2i , J1j + J2j ] = [J1i , J1j ] + [J2i , J2j ]

= i h̄ϵijkJ1k + i h̄ϵijkJ2k = i h̄ϵijk (J1k + J2k)

= i h̄ϵijkJk ,

并且可同时对角化 J⃗2 和 J⃗z。

J⃗1
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图 两个脱耦的角动量 J⃗1 和 J⃗2； 两个耦合的角动量 J⃗ = J⃗1+ J⃗2。
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如图 左图所示：如果两个子系统之间没有相互作用——完全脱耦（ ），

那么每个子系统的总角动量和任意方向的角动量投影都是守恒的。不妨取 J⃗z 来标记

角动量，两个子系统的角动量状态分别是 |j1,m1
〉
和 |j2,m2

〉
。如果两体量子系统具有

旋转不变性，那么每个子系统均按照各自的角动量变化，可以选取 {J⃗21 , Ĵ1z, J⃗22 , J⃗2z} 作
为力学量完全集来刻画体系的状态，其基矢为 {|j1,m1

〉⊗ |j2,m2
〉 ≡ |j1m1; j2m2

〉}——
我们通常称之为“因子化基矢”。注意：图形 中所示的 e⃗1,2,3 是任意选取的，角动

量描述的是量子体系和角度有关的分布信息。

然而，如果两个子系统之间存在某种相互作用使得它们整体共同转动，那么我们

就无法将它们视作为脱耦。因为子系统的各自独立转动变换将破坏两个子系统之间的

相对构形，从而使系统处于非定态。直接影响就是 {J⃗21 , Ĵ1z, J⃗22 , J⃗2z} 不再是力学量完全
集。在这种情形下我们必须考虑可以描述两个子系统的整体共同转动的物理量。总角

动量 J⃗ = J⃗1 + J⃗2 描述集体行为，如图 所示。类似于自旋 轨道角动量耦合，我

们可以选取 {J⃗2, J⃗21 , J⃗22 , Jz} 作为力学量完全集，其基矢为 {
∣∣∣j1, j2, j ,mj

〉
}——我们将之叫

作“耦合基矢”。容易验证，此完全集中各力学量彼此对易。

重新选取力学量完全集可以在描述两个子系统的整体转动行为的同时，也保持两

个子系统之间的相对方位不变。这要求两个子系统的波函数 |j1,m1
〉
和 |j2,m2

〉
之间

必须保持特定的关联。显然，简单的直乘 |j1,m1
〉⊗ |j2,m2

〉
无法保证这种特定的关联，

但直乘后基矢的某种线性组合一定可以保持整体转动不变。这意味着，简单直乘所得

的希尔伯特空间一定可以按照整体运动行为进行约化。

其次，当存在角动量耦合时，每个子系统的角动量量子化的参考轴矢是总角动

量 J⃗ 的方向。换言之，总角动量为每个子系统角动量的量子化提供参考方向。因为

J⃗1 = J⃗ − J⃗2，平方后可得

J⃗21 = (J⃗ − J⃗2)2 = J⃗2+ J⃗22 − 2J⃗2 · J⃗ ,

也即

J1(J1+ 1) = J(J + 1) + J2(J2+ 1)− 2J⃗2 · J⃗
h̄2

,

从中可得

J⃗2 · J⃗ =
J(J + 1) + J2(J2+ 1)− J1(J1+ 1)

2
h̄2.

因为耦合基矢和因子化基矢可以完全描述相同的希尔伯特空间，所以两者是等价

的。整个空间的维度是 (2j1 + 1)(2j2 + 1)。在因子化基矢中，J⃗21 , J⃗1z, J⃗
2
2 , J⃗2z 都是对角

化的。下面我们讨论在因子化基矢张开的子空间中 J⃗2 和 Ĵz 的本征值和本征矢量形

式，或者说，讨论两种基矢之间的转化关系。由表象理论可知，
∣∣∣j1, j2, j ,mj

〉
=

∑

m1,m2

C
j ,m
j1,m1,j2,m2

|j1,m1; j2,m2
〉
,

其中 C
jm
j1m1j2m2

是两套基矢之间的变换矩阵，名为 系数，

C
jm
j1m1j2m2

=
〈
j1m1; j2,m2

∣∣∣j1j2jmj

〉
.
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角动量耦合

系数

因为耦合基矢是 Jz 的本征态，而且 Jz ≤ J，所以角动量耦合的总角动量的最大值

应该是 J1z 和 J2z 的最大值之和。总角动量在 z 方向分量最大的态和因子化基矢之间

具有如下关系：

∣∣∣JMax, JMax
z

〉
≡ |j , j〉= |j1+ j2, j1+ j2

〉
= |j1, j1

〉⊗ |j2, j2
〉
.

定义总角动量的升降算符是

J± ≡ Jx ± iJy = (J1x + J2x)± i(J1y + J2y)

= (J1x ± iJ1y)⊗ I2+ I1 ⊗ (J2x ± iJ2y) = J1− ⊗ I2+ I1 ⊗ J2−.

角动量升降算符具有如下性质：

J± |jm
〉
=

√
(j ∓m)(j ±m+ 1) |j ,m± 1〉 ,

将角动量降算符作用在态 |j , j〉 上，

J− |j , j
〉

= (J1−+ J2−) |j1, j1
〉⊗ |j2, j2

〉

上式左方（耦合基矢）等于

J− |j , j
〉
=

√
2j |j , j − 1〉 ,

右方等于

J1− |j1, j2
〉⊗ |j2, j2

〉
+ |j1, j1

〉⊗ J2− |j2, j2
〉

=
√
2j1 |j1, j1 − 1

〉 |j2, j2
〉
+

√
2j2 |j1, j1

〉 |j2, j2 − 1
〉
,

所以我们得到

|j , j − 1〉=
√

j1
j
|j1, j1 − 1

〉 |j2, j2
〉
+

√
j2
j
|j1, j1

〉 |j2, j2 − 1
〉
.

耦合基矢前面的系数就是所谓的 系数。我们继续用角动量降算符作

用在上式两侧就可以得到 2j + 1 个态矢量

|j , j〉 J−−−→ |j , j − 1〉 J−−−→ |j , j − 2〉 · · · |j ,−j + 1
〉 J−−−→ |j ,−j〉 .

这些态矢量都是 Ĵ2 算符对应于同一本征值 j 的本征态矢，

Ĵ2 |j ,m〉
= j(j + 1)h̄2 |j ,m〉

.

因为 j = j1+ j2，所以共有 (2j1+ 2j2+ 1) 个简并矢量。
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下一个子空间的最高态是 |j − 1, j − 1〉。因为

Ĵ2 |j − 1, j − 1〉= j(j − 1)h̄2 |j − 1, j − 1〉 ,

即，|j − 1, j − 1〉和 |j , j − 1〉属于 Ĵ2 算符的不同本征值的本征矢，所以 |j − 1, j − 1〉和
|j , j − 1〉 正交。从此可得

|j − 1, j − 1〉=
√

j2
j1
|j1, j1 − 1

〉 |j2, j2
〉−

√
j1
j
|j1, j1

〉 |j2, j2 − 1
〉
.

可验证

〈
j , j − 1 |j − 1, j − 1〉=

√
j1j2
j2
−
√

j1j2
j2

= 0.

在利用角动量降算符 Ĵ−，

|j − 1, j − 1〉 J−−−→ |j − 1, j − 2〉 J−−−→ |j − 1, j − 3〉 · · · |j − 1,−j〉 J−−−→
∣∣∣j − 1,−(j − 1)〉 .

以此类推，我们可以构造与 |j − 1, j − 2〉 和 |j , j − 2〉 都正交的态 |j − 2, j − 2〉，再
利用角动量降算符就可以得到 j − 2 对应的全部本征态。持续上述操作，直到得到 Ĵ

算符本征值 |j1 − j2| 所对应的全部本征矢为止。
下面我们验证希尔伯特的独立基矢个数。因子化基矢的独立基矢个数是 (2j1 +

1)(2j2+ 1)，所以耦合基矢的对立基矢个数也一定是 (2j1+ 1)(2j2+ 1)。在耦合基矢

中，设 j1 > j2，我们发现总角动量取值和其独立基矢个数是

Ĵ本征值 独立基矢个数

j1+ j2, 2(j1+ j2) + 1

j1+ j2 − 1, 2(j1+ j2) + 1− 2
j1+ j2 − 2, 2(j1+ j2) + 1− 2× 2
...

...

j1 − j2, 2(j1+ j2) + 1− 2× (2j2)

上面共计 (2j2+ 1) 行，对所有独立基矢求和后看的 (2j1+ 1)(2j2+ 1)。例如

Ĵ本征值 独立基矢个数 颠倒独立基矢个数

j1+ j2, 2(j1+ j2) + 1 2(j1+ j2) + 1− 4j2
j1+ j2 − 1, 2(j1+ j2) + 1− 2 2(j1+ j2) + 1− 4j2+ 2

j1+ j2 − 2, 2(j1+ j2) + 1− 2× 2 2(j1+ j2) + 1− 4j2+ 4
...

...
...

j1 − j2, 2(j1+ j2) + 1− 2× (2j2) 2(j1+ j2) + 1
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角动量耦合

在上面第三列，我们颠倒了独立基矢的个数，第 列和第 列之和是我们要求解的

独立基矢个数的两倍。因为每一行的第 列和第 列之和都是 4j1 + 2，所以独立基

矢个数是
1
2
(4j1+ 2)(2j2+ 1) = (2j1+ 1)(2j2+ 1).

总角动量量子数为 j ′ 的独立基矢个数是 2j ′+ 1，其在 (2j1+ 1)(2j2+ 1) 独立基

矢中所占份额是

f =
2j ′ + 1

(2j1+ 1)(2j2+ 1)
经典极限−−−−−−−−→ j ′

2j1j2
.

其中最后一步我们考虑了经典极限 j ′ ≫ 1 和 j1,2≫ 1。

量子角动量耦合的经典极限

下面我们讨论角动量耦合的经典图像，并推导上面的量子经典极限。如图 所

示，红线所示的总角动量 J⃗ 是由 J⃗1 和 J⃗2 组成，它们满足矢量加法，从而总角动量大

小由下式给出：

J⃗2 =
(
J⃗1+ J⃗2

)2
= J21 + J22 + 2J1J2 cosθ.

我们选取 J⃗1 的方向作为参考方向，那么总角动量矢量位于以 J⃗1 尾端为球心，半径为

J2 = |⃗J2| 的球面上，并且在球面上各点出现几率相同。总角动量出现在 θ − θ + dθ

范围（图中所示黑色环形带）内的几率正比于此环形带的面积，

dP(θ) = A2π(J2 sinθ)dθ,

其中 A 为待定归一化因子。将上式对 θ 积分后可得

1=

∫
dP(θ) = A2πJ2(−cosθ)

∣∣∣∣∣∣

−1

0
= A4πJ2 =⇒ A =

1
4πJ2

,

从而给出归一化的几率密度为

dP(θ) =
1
2
sinθdθ.

θ
J⃗2

J⃗1
J⃗ = J⃗1 + J⃗2

图 经典角动量耦合。
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对公式 求导数可得

dJ2 = 2JdJ = −2J1J2 sinθdθ,

即

JdJ = −J1J2 sinθdθ.

所以，总角动量在 (J , J + dJ) 范围内的几率是

dP =
J

2J1J2
dJ .

示例：两个自旋 粒子的自旋耦合

考虑两个自旋为 1/2 的粒子组成的系统（例如氢原子中的质子和电子或氦原子
中的双电子等）的自旋波函数。设总自旋角动量 S⃗ = S⃗1+ S⃗2。体系的希尔伯特空间是

H12 =H1
ext ⊗H1

spin ⊗H2
ext ⊗H2

spin.

定义自旋空间的张量积是

Hspin =H1
spin ⊗H1

spin.

因为每个自旋 1/2 粒子的自旋空间维度是 2，所以两个粒子的自旋空间维度是 4。因

子化基矢为

|σ1;σ2⟩ ≡ |σ1⟩ ⊗ |σ2⟩ ,

具体形式如下： {
|+;+⟩ , |+;−⟩ , |−;+⟩ , |−;−⟩

}
.

在 σ1
z ⊗σ2

z 表象中，

|+;+⟩=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

0

0

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, |+;−⟩=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

1

0

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, |−;+⟩=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

0

1

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, |−;−⟩=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

0

0

1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

一般波函数的混合表示为

∣∣∣ψ
〉

= ψ++(r⃗1, r⃗2) |+;+⟩ + ψ+−(r⃗1, r⃗2) |+;−⟩
+ ψ−+(r⃗1, r⃗2) |−;+⟩ + ψ−−(r⃗1, r⃗2) |−;−⟩

在上述的因子化基矢中，自旋角动量算符的矩阵表示是

Ŝ1x =
h̄
2
σ̂x ⊗ Î2 =

h̄
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 1

1 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠⊗ Î2 =

h̄
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 Î

Î 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠=

h̄
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,



曹
庆
宏

讲
义
草
稿

请
勿
传
播

角动量耦合

Ŝ2x = Î2 ⊗
h̄
2
σ̂x =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0

0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠⊗

h̄
2
σ̂x =

h̄
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
σ̂x 0

0 σ̂x

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠=

h̄
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

Ŝ1y =
h̄
2
σ̂y ⊗ Î2 =

h̄
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 −i
i 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠⊗ Î2 =

h̄
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 −i Î
i Î 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠=

h̄
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 −i 0

0 0 0 −i
i 0 0 0

0 i 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

Ŝ2y = Î2 ⊗
h̄
2
σ̂y =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0

0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠⊗

h̄
2
σ̂y =

h̄
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
σ̂y 0

0 σ̂y

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠=

h̄
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 −i 0 0

i 0 0 0

0 0 0 −i
0 0 i 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

Ŝ1z =
h̄
2
σ̂z ⊗ Î2 =

h̄
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0

0 −1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠⊗ Î2 =

h̄
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
Î 0

0 −Î

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠=

h̄
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

Ŝ2z = Î2 ⊗
h̄
2
σ̂z =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0

0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠⊗

h̄
2
σ̂z =

h̄
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
σ̂z 0

0 σ̂z

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠=

h̄
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 −1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

所以，总自旋角动量算符在 σ1
z ⊗σ2

z 表象中的矩阵表示是

Ŝx =
h̄
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 1 0

1 0 0 1

1 0 0 1

0 1 1 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, Ŝy =
h̄
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 −i −i 0

i 0 0 −i
i 0 0 −i
0 i i 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

Ŝz = h̄

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 −1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, Ŝ2 = h̄2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2 0 0 0

0 1 1 0

0 1 1 0

0 0 0 2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

明显，我们有两个 Sz = 0 的本征态。总角动量的升降算符 Ŝ± = Ŝx ± iŜy 是

Ŝ+ = h̄

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 1 0

0 0 0 1

0 0 0 1

0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, Ŝ− = h̄

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0

1 0 0 0

1 0 0 0

0 1 1 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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选取力学量完备集是 { ˆ⃗S2, Ŝz}。令 |S ,M⟩ 是 ˆ⃗S2, Ŝz 的共同本征态，

ˆ⃗S2 |S ,M⟩ = S(S + 1)h̄2 |S ,M⟩
Ŝz |S ,M⟩ = Mh̄ |S ,M⟩ .

因为

Ŝz = Ŝ1z + Ŝ2z,

所以 Ŝz 算符的最大（最小）本征值和相应本征态是

Mmax = +
1
2
+

1
2
= +1, 本征态 |+;+⟩

Mmin = −
1
2
− 1
2
= −1, 本征态 |−;−⟩

将
ˆ⃗S2 作用在 |+;+⟩ 上就可得到本征值 S

ˆ⃗S2 |+;+⟩ =
(
Ŝ2
1 + Ŝ2

2 + 2S⃗1 · S⃗2
)
|+;+⟩

=

[
3
4
h̄2+

3
4
h̄2+ 2

h̄
2
h̄
2

(
σ̂1xσ̂2x + σ̂1yσ̂2y + σ̂1zσ̂2z

)]
|+;+⟩

=

[
3
2
h̄2+ 2

h̄
2
h̄
2

]
|+;+⟩

= 2h̄2 |+;+⟩ .

同理，
ˆ⃗S2 |−;−⟩= 2h̄2 |−;−⟩ ,

这说明，|+;+⟩ 和 |−;−⟩ 都是 ˆ⃗S2 算符的本征值 S = 1 的本征态。在耦合基矢中可以

表示为
∣∣∣∣∣
1
2
,
1
2
,1,1

〉

耦合基矢
=

∣∣∣∣∣
1
2
,
1
2
;
1
2
,
1
2

〉

因子化基矢
,

∣∣∣∣∣
1
2
,
1
2
,1,−1

〉

耦合基矢
=

∣∣∣∣∣
1
2
,−1

2
;
1
2
,−1

2

〉

因子化基矢
.

上面的本征方程的矩阵表示是

Ŝ2 |+;+⟩ = h̄2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2 0 0 0

0 1 1 0

0 1 1 0

0 0 0 2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

0

0

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= 2h̄2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

0

0

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

Ŝ2 |−;−⟩ = h̄2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2 0 0 0

0 1 1 0

0 1 1 0

0 0 0 2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

0

0

1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= 2h̄2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

0

0

1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.
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角动量耦合

因为总计有 2S+1= 3 个态，还有第 个态

∣∣∣∣∣
1
2
,
1
2
,1,0

〉
，我们可以通过降算符作用在

∣∣∣12,
1
2 ,1,1

〉
≡ |+;+⟩ 上得到。在耦合基矢中，

Ŝ−

∣∣∣∣∣
1
2
,
1
2
,1,1

〉
=
√
2
∣∣∣∣∣
1
2
,
1
2
,1,0

〉
,

而在因子化基矢中
(
Ŝ1−+ Ŝ2−

)
|+;+⟩=

(
Ŝ1−+ Ŝ2−

)
|1+⟩ ⊗ |2+⟩

= Ŝ1− |1+⟩ ⊗ |2+⟩+ |1+⟩ ⊗ Ŝ2− |2+⟩
= |1−⟩⊗ |2+⟩ + |1+⟩ ⊗ |2−⟩
= |−;+⟩ + |+;−⟩ .

所以我们有

∣∣∣∣∣
1
2
,
1
2
,1,0

〉
=

1√
2

(
|−;+⟩ + |+;−⟩

)
=

1√
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

1

1

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

上述降算符操作也可以用矩阵表示给出

Ŝ−

∣∣∣∣∣
1
2
,
1
2
,1,1

〉
=
√
2
∣∣∣∣∣
1
2
,
1
2
,1,0

〉
= Ŝ− |+;+⟩= h̄

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0

1 0 0 0

1 0 0 0

0 1 1 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

0

0

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= h̄

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

1

1

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

从而可得

∣∣∣∣∣
1
2
,
1
2
,1,0

〉
=

1√
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

1

1

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

最后一个态矢量 |?⟩ 可以利用和
∣∣∣12,

1
2 ,1,0

〉
的正交性得到

|?⟩= 1√
2

(
|−;+⟩ − |+;−⟩

)
=

1√
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

1

−1
0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

容易验证 |?⟩ 是 Ŝ2 和 Ŝz 算符的本征值 S = 0 和 Sz = 0 的本征态

Ŝ2 |?⟩ = h̄2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2 0 0 0

0 1 1 0

0 1 1 0

0 0 0 2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

1√
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

1

−1
0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= 0,
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Ŝz |?⟩ = h̄

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 −1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

1√
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

1

−1
0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= 0.

因此，

|?⟩=
∣∣∣∣∣
1
2
,
1
2
,0,0

〉
=

1√
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

1

−1
0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

综上所述，按照总角动量算符的本征值，我们可以将两个自旋 1
2 粒子的自旋角动

量耦合分为两部分

S = 1 :

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

|+;+⟩
1√
2
(|+;−⟩+ |−;+⟩)

|−;−⟩

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

S = 0 :
1√
2
(|+;−⟩ − |−;+⟩) .

注意：S = 1 对应一个三重态，其中粒子 和 的地位是对称的，而 S = 0 对应一个

单态，粒子 和 的地位是反对称。

由表象理论可知，

∣∣∣j1, j2, j ,mj

〉
=

∑

m1,m2

C
j ,m
j1,m1,j2,m2

|j1,m1; j2,m2
〉
,

其中 系数——C
jm
j1m1j2m2

——是两套基矢之间的变换矩阵。通过上面求解的耦合基

矢下总自旋角动量的本征函数可知，从耦合基矢到因子化基矢之间的变换矩阵是

S =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0

0
1√
2

0
1√
2

0
1√
2

0 − 1√
2

0 0 1 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

所以，从因子化基矢到耦合基矢的变换矩阵为

S ′ = S† =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0

0
1√
2

1√
2

0

0 0 0 1

0
1√
2
− 1√

2
0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.
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角动量耦合

因此总自旋角动量算符在耦合基矢空间的矩阵形式是

ˆ⃗S2
耦合基矢

= ⟨SM | ˆ⃗S2
∣∣∣S ′M ′

〉

= ⟨SM |s1z;s2z⟩
〈
s1z;s2z

∣∣∣ ˆ⃗S2
∣∣∣s′1z;s

′
2z

〉〈
s′1z;s

′
2z

∣∣∣S ′M ′
〉

= S ′ ˆ⃗S2
因子化基矢

S ′†

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0

0 1√
2

1√
2

0

0 0 0 1

0 1√
2
− 1√

2
0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

h̄2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2 0 0 0

0 1 1 0

0 1 1 0

0 0 0 2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0

0 1√
2

1√
2

0

0 0 0 1

0 1√
2
− 1√

2
0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= h̄2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2 0 0 0

0 2 0 0

0 0 2 0

0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

并且

Ŝz =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0

0 1√
2

1√
2

0

0 0 0 1

0 1√
2
− 1√

2
0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

h̄

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 −1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0

0 1√
2

1√
2

0

0 0 0 1

0 1√
2
− 1√

2
0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= h̄

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.
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