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摘要　分数维由 Ｍａｎｄｅｌｂｒｏｔ创立已有３０年，分数阶导数在１６９５年由Ｌ′Ｈｏｓｐｉｔａｌ提出已有４００年的历史．本文用

物理学中的间歇湍流问题说明分数维及分数阶导数的物理意义．由于间歇湍流涡旋不完全充满空间，所以其维数

为２＜犇＜３．由于小涡旋所占的比例缩小，使得小涡旋的功率减小，因此惯性区功率谱的斜率加大（即功率谱指数

加大）．由于大小涡旋共存，所以湍流游动距离即等待时间差别很大，因此造成涡流的异常扩散．由于湍流涡旋的串

级（Ｃａｓｃａｄｅ）或碰撞（Ｃｏｌｌｉｓｉｏｎ）引起的速度变化并不是暂瞬的，它会影响将来的速度场，这就引起了湍流的记忆性，

因此，湍流黏性应该用有记忆的分数阶拉普拉斯算子．正是涡旋并不充满空间，所以涉及到流体力学运算的微点

元、微面元和微体积元都要作修改．
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１　引言

分数维和分数阶微积分已经成了物理学的前

沿，但是很少有人探究两者的物理意义及关系 （陈

文等，２０１２）．对于复杂的湍流问题，间歇湍流是十分

被关注的问题．它说明湍流由大涡串级成小涡的过

程中，小涡并不充满空间，它只是占空间的一部分，

这是客观的、现实的．因而相对于充满空间的整数维

而言，引入分数维来描述间歇性湍流更自然，更有物

理意义（Ｆｒｉｓｃｈ，１９９５）．正是因为串级过程中有跨好

多量级尺度差别的涡旋存在，使得湍流涡旋的游动

距离和等待时间也有跨量级尺度的差别（刘式达等，

２０１３），这就造成了湍流运动的概率密度分布带有长

尾巴的幂律分布．一方面造成涨落的平均值毫无意

义（刘式达等，２００８；胡非，１９９５），另一方面，大涨落

事件的概率虽然小，但是，仍有相当大的概率（胡非，

１９９５）．同时涡旋串级或碰撞的过程中会给将来的速

度涨落有延迟效应，这就造成了湍流的记忆性（刘式

达等，２０１３）．因而，必须引入有记忆核的分数阶微积

分到描述湍流的 ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓ（ＮＳ）方程中去

（Ｕｃｈａｉｋｉｎ２０１３）．通过分析，我们将分数阶拉普拉

斯算子的阶数和分数维联系起来．我们也将大小涨

落引起的超扩散和分数维及分数阶导数的阶数联系

起来．本文系统介绍了分数维、分数阶导数在间歇湍

流中的意义，从而对分数维和分数阶导数有相当深

入的了解．

２　间歇湍流的维数及其占居的概率

为了描述方便，我们以二维间歇湍流为例．假设

平面上有一个单位正方形的涡旋，它分成三个尺寸

为１／２的小正方形涡旋，并空出一个，见图１．

若以狉表示涡旋的尺寸，这三个大涡旋又串级

各自分成尺寸为狉＝１／４的三个小涡旋．若狉表示空

间位置，原来狉＝１的正方形涡旋扩大成狉＝２的正

方形，相当于原有的狉＝１涡旋为种子，扩大成原来

种子的三倍．

按照分数维的定义，以狉为尺寸量出来的涡旋

个数为 犖，则分数维为（刘式达等，２００８；胡非，

１９９５）

犇＝
ｌｎ犖
ｌｎ１／狉

＝
ｌｎ３

ｌｎ１／（１／２）
＝
ｌｎ３

ｌｎ２
＝１．５８，（１）

若狉表示空间位置，图１的尺寸放大２倍，图形是原

来的３倍，即维数为

犇＝
ｌｎ犖
ｌｎ狉

＝
ｌｎ３

ｌｎ２
＝１．５８． （２）

以上两种结果是一样的．它说明在平面上，间歇湍流

图１　大涡旋分裂成小涡旋的串级过程（示意图）

Ｆｉｇ．１　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｐｌｏｔｆｏｒｔｈｅｐｒｏｃｅｓｓｆｒｏｍｔｈｅｌａｒｇｅｒｅｄｄｉｅｓｃａｓｃａｄｅｔｏｓｍａｌｌｅｒｏｎｅｓ

２５７２
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的维数为１＜犇＜２．将其推广到三维间歇湍流，那

么间歇湍流的维数为

２＜犇＜３． （３）

　　若狉表示涡旋的尺寸，由图１看出涡旋所占面

积狊（狉）随着狉的减小而减小，设狊（狉）为

狊（狉）～狉μ． （４）

那么３（１／２）２ ＝ （１／２）μ，由此得出

μ＝２－犇． （５）

若（４）式中的狉表示空间位置，同样随着狉的加大，

涡旋的面积减小，故３（１／２）２ ＝２μ，则

μ＝犇－２． （６）

将（５）或（６）式的结果推广到三维空间，那么间歇湍

流所占据的概率为（Ｆｒｉｓｃｈ，１９９５）

犘（狉）～
狉３－犇，狉代表涡旋尺寸

狉犇－３，狉｛ 代表位置
（７）

（７）式是表示间歇涡旋的概率随着涡旋的尺寸的减

小或位置的加大而减小．

３　间歇湍流的功率谱

１９４１年Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ均匀各向同性湍流是一种

无间歇性的湍流，惯性区的功率谱为

犛（犽）～ε
２／３犽－５

／３， （８）

其中ε为涡旋的能量耗散率，犽为波数．（８）式是著

名的“－５／３”方定律．但是，对于间歇性湍流只有尺

度为狉的活动涡旋那一部分耗散，故湍流耗散率

〈ε〉＝犘（狉）
（Δ狏（狉））

３

狉
＝狉

３－犇 （Δ狏（狉））
３

狉
． （９）

　　由此求得速度差Δ狏（狉）为

Δ狏（狉）～狉
（犇－２）／３． （１０）

（１０）式说明间歇湍流速度差的标度指数为 （犇－

２）／３．若对于充满空间的湍流犇 ＝３，则速度差的

标度指数为１／３．这就是 Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ的结果（刘式

达 等２００８；胡非１９９５）．

同样，对于二阶结构函数（刘式达 等２００８）也只

有活动涡旋那部分，即

（Δ狏（狉））
２
～犘（狉）（狉

（犇－２）／３）２ ＝狉
２／３＋（３－犇）／３，（１１）

（１１）式说明间歇湍流的二阶结构函数标度指数为

（刘式达等，２００８；胡非，１９９５）

ζ２ ＝
２

３
＋
３－犇
３
． （１２）

（１２）式 中，当 犇 ＝ ３ 时，ζ２ ＝ ２／３．这 就 是

Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ的结果（刘式达 等２００８；胡非１９９５）．

设惯性区的功率谱指数为β，即

犛（犽）～犽
－β． （１３）

那么β为二阶结构函数标度指数加１，即

β＝ζ２＋１＝
５

３
＋
３－犇
３
． （１４）

（１１）式是间歇湍流的功率谱指数．由于小涡旋（或波

数大的涡旋）相对均匀各向同性湍流少，所以能量也

减少，功率谱的斜率β加大（大于５／３）．

４　扩散方差

既然间歇湍流有大大小小的涡旋，其游动距离

有长有短，等待下一步游动的时间也有长有短．所

以，游动距离狓和等待时间的概率可表示为（刘式达

等２０１３）

犘（狓）～
１

狓α＋１
，犘（狋）～

１

狋γ＋１
． （１５）

　　（１５）式称为Ｌｅｖｙ分布（Ｃｈｅｎ２００６）．显然若游

动的距离狓有长有短，且是好多量级，狓的平均值就

没有意义．

同时，随着游动距离的加大，扩散也加大．通常

湍流扩散系数为二阶结构函数乘以时间，即

犓（狉）＝ 〈（Δ狏）
２〉×狋． （１６）

物理上，犓 表示扩散方差 〈狉２〉随时间的变化，即

ｄ〈狉２〉

ｄ狋
＝２犓． （１７）

　 　 对 于 Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ 湍 流，二 阶 结 构 函

〈（Δ狏（狉））
２〉～ε

２／３狉２
／３，时间尺度为狉／Δ狏，即狋～

ε
－１／３狉２

／３，所以，由（１６）式得到湍流扩散系数犓 为

犓 ～ε
１／３狉４

／３． （１８）

　　由（１７）式的两边量纲分析得到狉
２
～ 犓狋～

ε
１／３狉４

／３狋，即方差为

〈狉２〉～ε狋
３． （１９）

　　将（１９）式与布朗运动的扩散方差

〈狓２〉～狋 （２０）

比较看出湍流是一个异常扩散的随机运动．（１９）式

称为Ｒｉｃｈａｒｄｓｏｎ扩散定律（刘式达等，２００８）．

而对于间歇性湍流，（１６）式中的二阶结构函数

加大了，所以扩散方差也要大．由（１１）式得到

犓（狉）＝ 〈（Δ狏）
２〉×狋～狉

２／３＋（３－犇）／３
×狉

２／３．（２１）

　　且由（１７）式的量纲分析得到狉
２
～ 犓狋 ～

狉４
／３＋（３－犇）／３狋，故扩散方差为

〈狉２〉～狋
６／（犇－１）． （２２）

　　由（２２）式看出，当犇＝３时，就化为Ｒｉｃｈａｒｄｓｏｎ

扩散定律（１９）．对于２＜犇＜３的间歇性湍流，扩散

方差还要大得多，是一种超异常扩散．

３５７２
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５　均匀和非均匀间歇湍流

对于像图１那样，每次串级过程，活动涡旋只占

整个涡旋的一部分（３／４）．这里３／４是固定的，称为

β＝３／４模式，它是均匀的间歇湍流．此时，只要用一

个维数犇 来描述．此时，测度的狇阶矩的标度指数

（刘式达等，２００８）为

τ狇 ＝ （狇－１）犇． （２３）

在 （狇，τ狇）的图上，τ狇 是一条直线，其斜率为

ｄτ狇
ｄ狇
＝犇， （２４）

见图２．

图２　τ狇 随狇变化图

Ｆｉｇ．２　Ｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆτ狇ｗｉｔｈ狇

而对于串级过程每次活动涡旋所占的比例并不

是常数的非均匀间歇湍流，例如Ｓｈｅ（Ｆｒｉｓｃｈ，１９９５；

胡非，１９９５）模型：

τ狇 ＝
７

３
狇－２（ ）２３

狇

－１． （２５）

从（２５）式看出，当狇＝１时，τ１ ＝０，而当狇→＋∞

时，τ狇 ＝
７

３
狇－１，它说明

ｄτ狇
ｄ狇
＝
７

３
是非均匀间歇性

湍流τ狇 的渐近线的斜率．

６　间歇湍流的分数阶ＮＳ方程

过去我们把流体作为一个连续介质，流体运动

可以用 ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓ（ＮＳ）方程来描述（朗道与栗

弗席兹，２０１３）．对于间歇湍流，流体质点并不充满空

间，这并不能看作连续介质．

按照（７）式，若体积元、面元和线元分别是ｄ犞，

ｄ犛，ｄ犔，那么间歇湍流的分形介质，流体质点所占有

的体积、面积和线段分别就是

ｄ犞Ｄ ＝犮３ｄ犞，ｄ犛ｄ＝犮２ｄ犛，ｄ犔α ＝犮１ｄ犔，（２６）

其中

犮３ ＝
２３－犇Γ（３／２）

Γ（犇／２）
狉犇－３，２＜犇＜３

犮２ ＝
２犱

Γ（犱／２）
狉犱－３，１＜犱＜２

犮１ ＝
１

Γ（α）
狉α－３，０＜α＜１

（２７）

是（７）式归一化的概率密度．犇，犱，α分别是间歇湍

流在３，２，１维空间中的维数．

Ｔａｒａｓｏｖ（Ｔａｒａｓｏｖ，２０１０）认为，若设密度ρ为常

数，通过分数维积分出的流体质量为

　犕 ＝∫犞Ｄρｄ犞Ｄ ＝ρ
２３－犇Γ（３／２）

Γ（犇／２）∫犞Ｄ狉
犇－３ｄ犞Ｄ．（２８）

　　那么间歇湍流的分形介质就可以看成是连续介

质了．此时，相应的流体力学方程要作相应的修改．

假如连续介质的不可压缩流体的质量守恒定律

修改为

ｄｉｖ（犮２狏）＝０． （２９）

这是因为单位时间通量的流量只有犮２ 部分．当犱＝

２时，犮２ ＝１就化为连续介质的方程．

ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓ方程中的惯性力项就变成

ｄ狏
ｄ（ ）狋 Ｄ

≡
狏

狋
＋
犮２
犮３
狏·

Δ

狏． （３０）

（３０）式中当犱＝２，犇 ＝３时就化为连续介质的全

导数．

对于ＮＳ方程中的分子黏性力项，有

υ
犮２
犮３

Δ

２狏， （３１）

其中υ是运动学黏性系数．若犱＝２，犇＝３，则（３１）

式就化为普通的拉普拉斯算子．

以上修改仅仅是从分形介质中的流体质点只占

一部分出发的．从未考虑到间歇湍流的长程相关性

和记忆性．为此，Ｃｈｅｎ等（Ｃｈｅｎｅｔａｌ．，２００４）指出间

歇湍流的黏性项可以表示为

（

Δ

２）α／２狏＝

α狏

狓
２＋

α狏

狔
２＋

α狏

狕
２
， （３２）

这样就涉及到分数阶（α）导数．物理上更为合理，

（３２）式称为分数阶ＮＳ方程（Ｕｃｈａｉｋｉｎ２０１３）．

我们已经找出了α和间歇湍流维数犇 的关系为

α＝
３犇－５
２

， （３３）

在（３３）式中犇＝３时，α＝２，则（３２）式就是整数阶

拉普拉斯算子．这种黏性力的方程就是经典的 ＮＳ

方程（朗道与栗弗席兹２０１３）．

４５７２
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７　间歇湍流的记忆性

若把间歇湍流串级过成看成是随机过程的话，

布朗运动游动距离狓和白噪声μ 的关系为著名的

Ｌａｎｇｅｖｉｎ方程：

ｄ狓
ｄ狋
＝μ． （３４）

但是布朗运动是短距离相关，其无记忆性．

若把（３４）式改成分数阶导数，则有

ｄα狓

ｄ狋α
＝μ， （３５）

（３５）式称为分数维布朗运动．此时，狓 可以用

ＲｉｅｍａｎｎＬｉｏｕｖｉｌｌｅ分数阶积分表示：

狓＝
ｄ－α狓

ｄ狋－α
＝
１

Γ（α）∫
狋

０

μ（θ）ｄθ
（狋－θ）

１－α． （３６）

（３６）式右端卷积中的记忆函数

犑（狋－θ）＝
１

Γ（α）
（狋－θ）α－

１ （３７）

是一种幂函数．

那么

狓（狋２）－狓（狋１）＝
１

Γ（α）
｛∫
狋
１

０

［（狋２－θ）
α－１
－（狋１－θ）

α－１］

＋∫
狋
２

狋
１

（狋２－θ）
α－１｝μ（θ）ｄθ． （３８）

若α≠１，此时（３８）式右端的第一个积分不为零，因

此，我们计算狓（狋２）时，不但要知道狋１ 时刻的值

狓（狋１），还要知道从０到狋１ 之间的所有信息．这就带

来了记忆性．

但是，当α＝１时，（３８）式右端的第一项积分为

零，因此

狓（狋２）－狓（狋１）＝∫
狋
２

狋
１

μ（θ）ｄθ， （３９）

因此，狓（狋２）仅由狋１时刻的值狓（狋１）和μ（θ）来决定，

而无须知道狋１ 时刻以前的信息，因此无记忆性．

８　总结与讨论

从前面的分析可以看出，间歇湍流具有显著的

分形特征，分数维和分数阶导数是刻画其分形特征

的自然选择．

越来越多的研究表明自然界与自然科学遇到的

很多现象与分形关系密切（陈文等，２０１２；Ｕｃｈａｉｋｉｎ，

２０１３；Ｔａｒａｓｏｖ，２０１０；Ｃｈｅｎｅｔａｌ．，２００４；Ｃｈｅｎｅｔ

ａｌ．，２０１０）．而且研究发现，用经典的方程或研究方

法不能够完全正确地刻画这些现象．分形或分数阶

导数建模（陈文等，２０１２；Ｕｃｈａｉｋｉｎ，２０１３）越来越多

地被应用到这些复杂现象的研究中，取得了非常多

的重要成果（陈文等，２０１２；Ｕｃｈａｉｋｉｎ，２０１３；Ｔａｒａｓｏｖ，

２０１０；Ｃｈｅｎｅｔａｌ．，２００４；Ｃｈｅｎｅｔａｌ．，２０１０）．同时，自然

界中的很多过程的变化具有显著的记忆性，例如气温

变化（Ｆｅｎｇｅｔａｌ．，２００９）、降水变化（Ｆｅｎｇｅｔａｌ．，

２００８）及灾害过程的演变等．从前一节的分析可以看

出，分数阶导数的引入是刻画这些现象的自然选择，

而这方面的研究尚未开展或需要更多深入的研究．
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