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摘要：本文利用群论的方法，详尽研究了物理学中的各种对称性，并对对称性与

守恒量、简并度、能级分裂的关系做了较详尽的讨论。另外给出了 Coulomb势和谐
振子势的动力学对称性的阐述	  ，以及给出了详尽的群论知识附录。	  
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一、引言	  
	  

对称性早在经典物理中就已经有人研究，但对称性真正成为物理学日常工作的语言，

还是在量子力学建立以后。对称性似乎是一种十分抽象而模糊的概念，例如我们可

以直观地认为等边三角形比普通的等腰三角形更加对称，但我们很难用直观的数学

去表示出来。而群论在这里就发挥了重要的作用。群论把抽象的对称性具体到了一

个一个的“对称变换”这样的元素上面，并在这上面定义了代数结构。这样，我们

就能够把抽象的对称性利用这种具体的代数结构加以研究，大大增加了我们手中的

数学工具。1930年左右，Wigner在他的名著《群论及其在原子光谱的量子力学中的
应用》这本书中详细阐述了群论与量子力学之间的密切联系，群论的重要性日益凸

显了出来。因此，本文主要通过群论来阐述对称性。	  

在本文的第二部分，我们首先用数学的语言阐明什么是对称性。第三部分，我们论

述了对称性与守恒量之间的关系。第四部分，我们讨论了对称性与简并度之间的关

系。第五部分，我们阐述了对称性的破坏将导致的能级分裂。第六部分，我们列举

了一些常见的几何学对称系统，并分析了对称性对于系统的影响。第七部分，我们

给出了 Coulomb势及谐振子势的高度简并的解释。在附录中，我们整理了群表示论
及 (3)SO 群的一些基本知识，便于读者快速入手。	  

	  



二、对称性的数学表达	  
	  

在物理学中，人们习惯用群论描述体系的对称性，所谓一个对称变换，即变换前后，

遵循相同的力学规律。	  

Schrödinger方程： 
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这就是体系满足对称性变换的数学表达式。	  

显然，所有满足上式的变换组成一个群，就是体系的对称性群。	  

我们现在简要探索一下这个群的一些简单常用的性质。	  

有对称性的定义，必有：	  

| ( , ) | | ( ', ') |ψ φ ψ φ= 	  

任意两个波函数变换前后内积的模不变。	  

由此，Wigner曾经得出：对称变换只能是幺正变换，或反幺正变换。	  

对于连续变换，可以证明，只能是幺正变换。离散变换既可能是幺正变换，也可能

是反幺正变换（比如说时间反演）。	  

三、对称性与守恒量	  
	  

守恒量揭示了系统的一种不变性，人们很容易将守恒量与对称性联系起来。	  



可以证明：一个体系有一定的守恒量，一定有与该守恒量对应的对称性，反之则不

一定成立，比如时间反演对称性，并不会导致什么守恒量。	  

Wigner曾证明过更强的结论：对于幺正变换对称性，的确存在相应的守恒量，但对
于反幺正变换对称性，并不存在对应的守恒量。	  

对于守恒量的数目，有如下结论：	  

（1）	 对称性群中并不是每个元素都对应着有价值的守恒量，也并不是每个元素对
应的守恒量都是独立的。	  

（2）	 设体系的对称性群为连续群 G，如为 r阶 Lie群，对应 r个生成元，即体系独
立守恒量的数目为 r。但这 r个守恒量不一定都对易。	  

	  

比如说系统拥有 (3)SO 对称性，则系统的 Hamiltonian必然与 (3)SO 的生成元，即角

动量算符对易，也就是说，系统的角动量守恒。	  

	  

四、对称性与简并度	  
	  

设能级 E是 m重简并的，对应对称变换群 G的表示 D（G）。若此表示是群 G的不
可约表示，则此简并称为正则简并；若是可约表示则称为偶然间并。通常认为，如

果群 G包括了系统哈密顿量 H的全部对称变换，能级只能是正则简并。偶然简并常
常与系统尚未发现的对称性有关。但例外的情况是，哈密顿量中有一些参量的变化

会导致一些本来不处于简并态的能级简并，这种情况是真正的偶然间并。	  

由群表示论知，体系的简并度与群相应不可约表示的维数密切相关，故如果体系的

对称性群为 Abel群，即每个不可约表示都是 1维的，那么能级不会出现简并，例如
1维的谐振子。若体系对称群是非 Abel群，则能级一般来说是简并的。	  

下面我们来具体分析一下中心势场的简并度。中心势场的对称性群为 (3)SO ,对于其

不可约表示 ( )jD G ，矩阵的维数为 (2 1)j + ，也就是说能级的简并度为 (2 1)j + ，这与

我们算出的大部分中心力场势的简并度是吻合的。两个例外是 Coulomb势与谐振子
势它们简并波函数空间对应的群表示是可约的，暗示着这两种势存在更高的对称性，

我们将在部分详细讨论之。	  

我们再来同样分析一下 Stark效应与 Zeeman效应。	  

对于 Stark效应，当加上沿 z方向的电场后，系统的 Hamiltonian为：	  



2 / 2 ( )H p m V r e zε= + + ，	  

(3)SO 对称性被破坏，所以能级必然分裂。由于还具有沿 z方向的旋转不变性，并

且还具有沿通过 Z轴平面的镜面对称性，并且	  

[ , ] 0z zlσ ≠ 	  

故系统的对称性群为非 Abel群，能级简并不会完全解除，出现 2重简并。	  

相反对于 Zeeman效应，Hamiltonian为：	  

2 2 2 2 2 2/ 2 ( / 2 ) ( / 8 )( ) ( )zH p m eB c l e B c x y V rµ µ= + + + + 	  

对称性群为 (2)SO ,为一 Abel群，能级简并完全解除。	  

在下面一部分，我们将更加定量的分析能级简并的分裂。	  

	  

五、对称性的破坏	  
	  

为了更加透彻的分析对称性的破坏，我们要引入不可约张量算符。	  

在量子力学中，常用到的许多算符，都是 SO(3)群的不可约张量算符。如 Hamiltonian
2 / 2 ( ), , nH p m V r r r= + 都是 0秩不可约张量，也称为标量算符；坐标 rr，动量 pr和

磁偶极矩µr是 1秩不可约张量，也称为向量算符；而电四极矩算符D
t
是 2秩不可约

张量等。	  

定义：设2 1k + 个算符{ k
qT } ( , 1, , 1, )q k k k k= − ⋅⋅⋅ − + − ，在空间转动 ( , , )R α β γ 下，按 SO(3)

群的不可约表示 ( , , )kD α β γ 变换：	  
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则称这组算符{ k
qT }是 SO(3)群的 k秩不可约张量， k

qT 是这不可约张量的 q分量。	  

不可约张量算符还有一个等价的定义：	  
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我们经常会遇到求不可约张量算符矩阵元的问题。Wigner-‐Eckart定理，将使不可约
张量算符矩阵元的计算大为简化。	  

设 | ajm〉是量子力学的一个态，它是角动量 2J , zJ 的共同本征态，a是其它简并量子

数。	  
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Wigner-‐Eckart定理：设{ k
qT }为不可约张量算符，则矩阵元满足	  
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即矩阵元对分量指标的依赖，完全体现在 SO(3)群的 CG系数 | ' 'jmkq j m< >中。	  

' ' || ||ka j T aj< >称为约化矩阵元，它与分量指标 , , 'm q m 无关。	  

	  

回到能级分裂问题现在引入微扰相互作用 1( )H x ,设它和原始哈密顿量 0( )H x 有相同
的对称性，称为对称微扰，即在对称变换中两个哈密顿量都保持不变：	  
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首先，用上法把 0( )H x 的本征波函数组合成属于对称变换群 G确定的不可约表示确

定行的函数 ( )j xµψ 	  

( ) ( ) ( )j j j
RP x x D Rµ ν νµ

ν
ψ ψ=∑ 	  

在 RP 作用下， 1 ( )jH xµψ 具有相同的变换性质：	  



1 1 1[ ( ) ( )] ( ) ( ) [ ( ) ( )] ( )j j j j
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ν
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这一性质称为对称微扰不改变波函数的变换性质。	  

	  

由不可约张量算符的定义可知， 1( )H x 为不可约张量算符，而能量一级修正由 1H 在

0H 的本征函数中的矩阵元决定。对正则简并，有	  

1( ) | ( ) | ( ) ( )j j jx H x x Eν µ νµψ ψ δ< >= Δ 	  

能级修正 jEΔ 与µ无关，能级发生平移但不分裂，即对称微扰不能解除能级简并。	  

对偶然简并，先假定能级对应的可约表示中包含的各不可约表示互不等价。属同一

不可约表示各行的函数，能级移动相同，能级不会分裂，但属两个不等价不可约表

示的函数，能级移动一般不相等，于是能级分裂了。在对称微扰下，偶然简并的能

级可以分裂，但最多分裂到正则简并。	  

	  

对于非对称微扰，显然引入的微扰破坏了系统的对称性，系统的对称性群变为以前

的一个子群，这样能级必然分裂。最终将分裂到新的群所确定的简并度。	  

	  

六、几何学对称性	  
	  

1、宇称变换对称性	  

宇称，或空间反演变换，对系统的坐标作用下，是系统的态函数从原本的𝛹(𝑥)变为
𝛹(−𝑥)。从这个定义出发，定义宇称幺阵算符𝜋。	  

𝜋𝛹 𝑥 = 𝛹(−𝑥)	  
且  

𝛹 𝑥 |𝜋!𝑥𝜋|𝛹 𝑥 = − 𝛹 𝑥 |𝑥|𝛹 𝑥 	  
可以得知𝜋!𝑥 + 𝑥𝜋 = 0，即𝜋与𝑥是反对易的。	  
	  
另外，设𝛹为𝜋的本征态，由于𝜋!𝛹 𝑥 = 𝛹(𝑥)，因此，𝜋的本征值为±1。对于宇称
本征态𝛹，在𝜋的作用下，有两种结果，即𝛹及−𝛹。我们称前者为偶宇称，后者为
奇宇称。	  



	  
另外，对于非简并的系统，若其 Hamiltonian为𝐻，且 𝐻,𝜋 = 0，可以推出若𝛹!为
系统能量本征太，本征值为𝐸!，那么𝛹!就是是𝜋的本征态。从直观上了解，由于处
于能量本征值𝐸!的态只能有一个，因此只能出现的情况是𝜋𝛹! = ±𝛹!。	  
	  
考虑一维谐振系统，对于其基态|0 ，由于是高斯波函数，因此其宇称是偶的。对于
第 n个激发态，有|𝑛 = (𝑎!)!|0 。基于𝑎!是奇宇称的，因此|𝑛 的宇称为(−1)!。	  
	  
对于对称双势阱，如图所示，设左边奇宇称的能量本征态为|𝐴 ，右边的偶宇称态为
|𝑆 。	  

	  
先让中间的势垒趋 0，可以看出𝐸! > 𝐸!，设：	  

|𝐿 =
1
2
(|𝑆 − 𝐴 	  

|𝑅 =
1
2
(|𝑆 + 𝐴 	  

由于|𝐿 态及|𝑅 态都不是系统本征态，因此其随时间变化为：	  
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1
2
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1
2
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! + |𝐴 𝑒!

!!!!
! )	  

因此系统是在|𝐿 态及|𝑅 态之间震荡其角频率为：	  

𝜔 =
𝐸! − 𝐸!

ℎ
	  

从隧穿角度看，可以把粒子当作是在势阱中来回隧穿。若让中间的势垒趋 0，如图
所示，可以发现|𝐴 态及|𝑆 态是简并的，由于隧穿不可能发生，因此，|𝐿 ，|𝑅 皆为
本征态，因此这个可以看作是简单的宇称破缺导致简并的例子。	  



	  
	  
	  
这并不是一个抽象的例子，自然界中的许多分子都可以抽象成为这种模型。对于 NH3
氨分子来说，三个氢原子对这个氮原子的作用就可以等效为这样的一个双势阱。我

们用右手定则定义分子的旋度，也就是说右手比划出分子自旋的方向，如果氮原子

在自旋方向上，则称分子为“右旋”，否则称分子为左旋。那么可以测得氨分子并

没有旋度的偏好，它从|𝐿 态到|𝑅 态的频率大约为 24,000	  Hz。有趣的是，自然界中
有一些物质，例如糖，却有着对某种旋度的偏好。这其中具体的物理化学机理尚不

得而知。	  
	  

2、平移变换对称性	  

系统在平移变换群下保持不变，下面证明平移变换的生成元为动量算符：	  

设平移变换 ( , , )a b cτ ，且 ( , , )( , , ) ( , , )T Ta b c x y z x a y b z cτ = + + + ；	  

根据生成元的定义：

0
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j a j

a b c xI i i p
x x
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τ
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∂ ∂ ∂= − = − =
∂ ∂ ∂

	   	  

故动量算符为生成元。	  

故动量算符与系统 Hamiltonian对易，即动量守恒。	  

3、空间旋转对称性	  

系统在 (3)SO 群下保持不变，下面证明 (3)SO 变换生成元为角动量算符：	  

设 (3)SO 群元素 A，则 ( ) { ( ) }a ab d d ab b a d dab bAx i T x x xδ α α ε= − = − 	  

j dba b j
a

I i x L
x

ε ∂= − =
∂

	  



故角动量算符为生成元。	  

故角动量算符与体系 Hamiltionian对易，即角动量守恒。	  

4、Lattice平移对称性	  

对于平移对称操作，根据定义有：	  
𝑇 𝑙 !𝑥𝑇 𝑙 = 𝑥 + 𝑙	  

	  

	  
	  
由于粒子是处于周期势场𝑉 𝑥 + 𝑙 = 𝑉 𝑥 ，因此𝑇 𝑙 !𝑉𝑇 𝑙 = 𝑉，再加上粒子的动
能对平移操作不变，因此，可以得出粒子的 Hamiltonian与𝑇 𝑙 是可同时对角化的，
即：	  

𝐻,𝑇 𝑙 = 0	  
由于𝑇 𝑙 不是 Hermitian，因此𝑇 𝑙 的本征值会是模为 1的复数。	  
	  

	  
考虑粒子在周期势场中的第 n个区域处于基态|𝑛 ，设势场中的势垒趋无穷，因此
|𝑛 ± 1 = 0。加上周期势场是无限大尺度，可以得知粒子的基态是简并（因为粒子
可以处于任何区域的基态中基态）。对于平移算符𝑇 𝑙 ，有	  

𝑇 𝑙 |𝑛 + 1 = |𝑛 	  
显然的|𝑛 不是𝑇 𝑙 的本征矢。考虑线形组合：	  

|𝜃 = 𝑒!"#
!

!!!!

|𝑛 	  

因此，𝑇 𝑙 |𝜃 = 𝑇 𝑙 𝑒!"#!
!!!! |𝑛 = 𝑒! !!! !!

!!!! |𝑛 = 𝑒!!"|𝜃 。	  
	  



但是，一般情况下势场中的势垒不是无穷，粒子能隧穿到其他区域，因此|𝑛′ ≠ 0。
基于隧穿， 𝑛′ 𝐻 𝑛 ≠ 0，因此𝐻的非对角元素也不等于 0。这里可以做个近似，即
粒子的波函数只能隧穿到左右两端，	  

𝑛′ 𝐻 𝑛 ≠ 0	   ,	   𝑛! = 𝑛,𝑛 ± 1	  
设	  

𝑛 ± 1 𝐻 𝑛 = ∆	  
则有	  

𝐻 𝑛 = 𝐸! 𝑛 + ∆|𝑛 + 1 + ∆|𝑛 − 1 	  
这种情况下|𝑛 不再是𝐻的本征矢。同样考虑线性组合  

|𝜃 = 𝑒!"#
!

!!!!

|𝑛 	  

可以得到	  
	  

𝐻|𝜃 = 𝐸! 𝑒!"#
!

!!!!

|𝑛 − ∆ 𝑒!"#
!

!!!!

|𝑛 + 1 − ∆ 𝑒!"#
!

!!!!

|𝑛 − 1 	  

= (𝐸! − 2∆ cos𝜃) 𝑒!"#
!

!!!!

|𝑛 	  

这时，粒子的能量本征值出现展宽，其取值在𝐸! ± 2∆之间，这就是著名的能带结构。	  
	  

七、动力学对称性	  
	  

1、Coulomb势的动力学对称性	  

	  

众所周知，Coulomb势的能级简并度为 2n ，比上面第四部分通过几何学对称性预言
的简并度 (2 1)l + 要高，这预言了 Coulomb势有比其余大部分中心势场更高的对称性。

在这一部分，我们将分析为什么 Coulomb势拥有比其它中心力场更高的对称性，并
只通过代数学的方法，应用对称性分析，给出 Coulomb势的能级及简并度。	  
	  
在经典力学中有一个力学量，用于描述天体运动，称为 Runge-‐lenz矢量，其表示形
式为：	  

𝑀 =
𝑝×𝐿
𝜇 + 𝑉 𝑟 𝑟	  



其中𝜇为质量，𝑝为动量，𝐿 = 𝑟×𝑝为角动量。对于与库仑势有相同形式的万有引力

𝑉 𝑟 = − !
!
，𝑀是守恒量，其大小为𝑘𝜖（𝜖为天体轨道的离心率），方向指向椭圆轨

道的近日点。	  
	  
在量子力学中，相应的 Runge-‐lenz矢量经过正则量子化后算符为：	  

𝑀 =
𝑝×𝐿 − 𝐿×𝑝

2𝜇 + 𝑉 𝑟 𝑟	  

而 Coulomb中心势场 Hamiltonian为：	  
2 2ˆˆ
2
p ZeH
m r

= − 	  

可以证明，[ , ] 0M H =
r r

，也就是说，在 Coulomb势中，M
r
依然为守恒量。	  

	  
上面曾经提到，守恒量必定存在与之相对应的对称性，那么，新的对称性是什么呢？	  
对于三维中心势场，我们已经得到其对称 Lie群生成元对易关系：	  

[ , ]i j ijk kL L i Lε= h 	  

将M
r
矢量加入其中，可以证明：	  

[ , ] ;

2[ , ]

i j ijk k

i j ijk k

M L i M

M M i HL
m

ε

ε

=

= −

h

h
	  

很遗憾，我们发现，算符的对易式不是封闭的，无法构成 Lie群的生成元。但我们
如果在 H的一个本征值对应的子空间中分析，那么我们可以用 E替代 H，这个对易
式就是封闭的了。	  
	  

进一步，我们令 1/2( )
2
mN M
E

= −
r r

，可以得到对易式：	  

[ , ]

[ , ]

[ , ]

i j ijk k

i j ijk k

i j ijk k

L L i L
N L i N
N N i L

ε
ε
ε

=

=

=

h
h
h

	  

熟悉 ( )SO N Lie代数结构的人应该可以看出，这就是其对易关系，更详细一点的说，

令：

3 12 1 2 2 1

2 31 3 1 1 3

1 23 2 3 3 2

14 1 4 4 1 1

24 2 4 4 2 2

34 3 4 4 3 3

L T x p x p
L T x p x p
L T x p x p
T x p x p N
T x p x p N
T x p x p N

= = −
= = −
= = −
= − =
= − =
= − =

	  



与 ( )SO N Lie代数对易关系比较，	  

[ , ] { }ab cd bc ad ad bc bd ac ac bdT T i T T T Tδ δ δ δ= − + − − （规定式中第一个指标比第二个小）	  

( )SO N 阶为 ( 1) / 2N N − ，可知 Coulomb势对称性为 (4)SO 。	  
	  
下面，我们给出其简并度 3大小的一个解释：	  
定义算符：	  

( ) / 2

( ) / 2

I L N

K L N

= +

= −

r r r
r r r 	  

易得对易式：	  
[ , ]

[ , ]

[ , ] 0

i j ijk k

i j ijk k

i j

I I i I
K K i K
I K

ε
ε

=

=

=

h
h 	  

即它们为独立的角动量算符（从这里我们可以看出，其对称性群亦可以表示为

(2) (2)SU SU⊗ ，与 (4)SO 局域同构）。	  

它们具有性质：	  
2 2 2 2

2 2

1 ( )
2 2
0

mI K L M
E

I K

+ = −

− =

r uur r r

r r
	  

对本征值为 E的态矢量作用之后，可得：	  
2 4

2 2

1 ( 0,1/ 2,1,,,,,)
2 (2 1)
mZ eE k

k
= − =

+h
	  

与玻尔能级公式对照， 2 1n k= + 。	  
简并度为 2(2 1)(2 1)i j n+ + = 。	  

	  
2、各向同性谐振子的动力学对称性	  
	  
同样的，我们来分析各向同性谐振子势。	  
	  

考虑一维谐振子势（𝑉 𝑥 = !
!
𝜇𝜔!𝑥!）中运动的粒子，其的本征能量为𝐸! =

𝑛 + !
!
ℎ𝜔。把粒子的 Hamiltonian算符可以写成：𝐻 = ℎ𝜔 𝑎𝑎! − !

!
= ℎ𝜔 𝑎!𝑎 + !

!
。

其中存在算符𝑎及𝑎!分别为声子湮灭和产生算符，其表达式为：	  

𝑎 =
1
2

𝜇𝜔
ℎ
𝑥 + 𝑖

1

𝜇ℎ𝜔
𝑝! 	  



𝑎! =
1
2

𝜇𝜔
ℎ
𝑥 − 𝑖

1

𝜇ℎ𝜔
𝑝! 	  

	  
若𝛹!为能量本征态，算符𝑎及𝑎!的作用分别把𝛹!变为𝛹!!!及𝛹!!!，因此  𝛹!及𝛹!!!的
能量本征值相差ℎ𝜔。	  
	  

三维的情况，设谐振子势是球对称（𝑉 𝑟 = !
!
𝜇𝜔!(𝑥! + 𝑦! + 𝑧!) = !

!
𝜇𝜔!𝑟!）。把

粒子的 Schrodinger方程沿直角坐标系作分离变量分解，可以得到粒子每个方向的运
动是独立的。每个方向分量的 Schrodinger方程相当于一维谐振子的情况，因此各个

方向的能量本征值为𝐸!! = 𝑛! +
!
!
ℎ𝜔。粒子的总能量为：	  

𝐸 = 𝐸!! + 𝐸!! + 𝐸!! = 𝑛! + 𝑛! + 𝑛! +
3
2 ℎ𝜔	  

令𝑛 = 𝑛! + 𝑛! + 𝑛!，则可以总结出三维对称谐振子势也是高度简并，与库仑势相同。	  
	  
对于每个方向，都有相互独立的声子湮灭和产生算符，因此有三组声子算符（ 𝑎! ,𝑎!! ,	  
𝑎! ,𝑎!! ,	   𝑎! ,𝑎!! ）。	  
	  
推广到对 k维情况，Hamilton量可以表示为（取自然单位）：	  

2 2

1

1

2

1

1 ( )
2
1 ( ) ( )
2 2
1 | |
2 2

k

j j
j

k

j j j j
j

k

j j
j

H x p

kx ip x ip

kx ip

=

+

=

=

= +

= + + +

= + +

∑

∑

∑

	  

故 H可视为 k维复空间的一个矢量 ( )j jx ip+ 的模方。	  

所以 1'H UHU H−= = 	  
即[ , ] 0U H = 。	  

故各向同性谐振子的动力学对称性为 kU 。	  

与一维谐振子类似，引入升、降算符	  

𝑎! =
1
2

𝜇𝜔
ℎ
𝑥! + 𝑖

1

𝜇ℎ𝜔
𝑝!         𝑎!

! =
1
2

𝜇𝜔
ℎ
𝑥! − 𝑖

1

𝜇ℎ𝜔
𝑝! 	  

容易证明它们依然满足对易关系	   	   	   𝑎! ,𝑎!
! = 𝛿!"，其中i, j = 1,2,… , k	  

与 Bose子的产生和湮灭算符的基本对易式相同。于是我们可以得到	  

H = 𝑎!
!𝑎!

!

!!!

+
𝑘
2	  



于是我们可以得到，能量的本征值及本征态为	  

𝐸! = 𝑁 +
𝑘
2	  

𝑛!𝑛!…𝑛! = 𝑛! |𝑛! … |𝑛! =
1

𝑛!!𝑛!!…𝑛!!
𝑎!
!!!𝑎!

!!! …𝑎!
!!!|0 	  

N = 𝑛! + 𝑛! +⋯+ 𝑛! = 0,1,2,…	  
而能级的简并度𝑓! =

!!!!! !
!! !!! !

，这就是各向同性谐振子幺正对称性的表现	  

	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  



附录	   	  群论、有限群表示论及其他	  

	  

在论文的本部分，我们想扼要地阐述一下群论，特别是有限群表示理论的相关数学

概念和定理，让读者对群论这种强大的数学工具有一个感性的认识和理解。	  

	  

（一）群论的基本概念	  
定义 1.1	   	  设 G是一个集合，在 G上给定一个二元运算，称之为乘法运算，即给定
一个映射G×G → G，使其满足下列条件：	  

1. 封闭性：对任意两个元素𝑔! ,   𝑔! ∈ 𝐺，有	  
𝑔!𝑔! ∈ 𝐺	  

2. 满足乘法结合率：对任意三个元素𝑔! , 𝑔! ,𝑔! ∈ 𝐺，有	  
𝑔!𝑔! 𝑔! = 𝑔!(𝑔!𝑔!)	  

3. 存在一个（左）单位元e ∈ G，对所有g ∈ G满足	  
eg = e	  

4. 对每个元素g ∈ G，都存在与之对应的一个（左）逆元𝑔!! ∈ G，满足	  
𝑔!!g = e	  

则称集合 G在所给的运算下构成群，这个二元运算成为群的乘法，定义中的条件称
为群的公理。如果一个集合在某个乘法下构成群，那么这四条公理都必须满足。需

要指出的是，所谓群的乘法不一定是普通的乘法，可以是非常一般的二元运算。	  

需要指出的是，这样得到的左单位元与左逆元也是右单位元与右逆元，并且还

是唯一的。因此可以把这两条改写成：	  

3.	  存在一个单位元e ∈ G，对所有g ∈ G满足	  

eg = ge = e	  
4. 对每个元素g ∈ G，都存在与之对应的一个（左）逆元𝑔!! ∈ G，满足	  

𝑔!!g = g𝑔!! = e	  
	  

定义 1.2	   	  群 G所包含的元素数目如果是有限的，则称之为有限群，G所包含的元
素的数目称为群 G的阶，记作 𝐺 。如果包含的元素数目是无限的，则称之为无限群。	  

定义 1.3	   	   群元 f与 h是群 G的两个元素，若有元素g ∈ G使得gf𝑔!! = ℎ，则称元素
h与元素 f共轭。容易证明，共轭是一种等价关系，于是我们可以利用共轭关系为
群 G分类，群 G的所有相互共轭的元素构成群 G的一个类。	  

定义 1.4	   	   设有两个群G = {𝑔!}与G! = {𝑔!!}。若存在一个映射f:  G → G!，使得	  



𝐟 𝑔! 𝑓 𝑔! = 𝑓(𝑔!𝑔!)	  

则称这两个群具有同态关系，映射 f为同态映射，简称同态。若映射还是 1-‐1的，
则同态同时是同构。	  

（二）有限群表示论	  
群表示论是群论中最重要的内容之一。在物理学应用中，对称群与所研究体系

的对称变换紧密相关。体系的解构成线性向量空间，而我们的兴趣就在于将群的对

称性与这个线性空间的对称变换联系在一起。	  

定义 2.1	   	  如果存在从群 G到作用在线性向量空间 V上的算符群	   𝐷!(g ∈ G)	  的
一个同态，则该算符群称为群 G的一个表示，线性向量空间 V的维数称为表示的维
数。如果这一同态同时也是同构，则称该表示为忠实表示。	  

上述的概念似乎十分抽象，我们来取一个较为具体的例子说明一下。如果在 d
维向量空间 V中选择一组基	   𝑒! , i = 1,2,… , d ，𝐷!可以用	   d×d	  的矩阵来实现，具
体为	  

𝐷!𝑒! = 𝑒!‘ = 𝑒!𝐷!" 𝑔 ,𝑔 ∈ 𝐺, 𝑖 = 1,2,… ,𝑑	  

其中用到了 Einstein求和规则，即相同指标自动求和。	  

上式表明，向量空间 V在算符	   𝐷!(g ∈ G)	  的作用下保持不变。即向量空间 V是
群 G的不变空间。连续作用给出了	  

𝐷!!𝐷!!𝑒! = 𝐷!!𝑒!𝐷!" 𝑔! = 𝑒!(𝐷 𝑔! D 𝑔! )!" 	  

而考虑到	  

𝐷!!!!𝑒! = 𝑒!𝐷!" 𝑔!𝑔! 	  

有同态关系	   𝐷!!𝐷!! = 𝐷!!!! 	  可以得到	  

𝐷 𝑔! 𝐷 𝑔! = 𝐷 𝑔!𝑔! 	  

可见，映射	  

g ∈ G   → 𝐷 𝑔 ∈ G	  

也是群 G的同态。称矩阵集合	   {D g , g ∈ G}	  为群 G的一个矩阵表示。在物理学
中所用的群表示大部分为矩阵表示，表示矩阵的维数即为表示的维数。这就把抽象

的算符与具体的矩阵联系在了一起。	  



容易证明，对任何表示都有	  

D e = I,D 𝑔!! = 𝐷 𝑔 !!	  

对于群 G的一个特定表示的不变向量空间 V，这个空间的基	   {𝑒!}是可以任意选
取的，矩阵表示也是与空间的基的选取密切相关的。考虑负载同一表示	   𝐷!	  的两个
不同表示	   𝐷 𝑔 	  和	   𝐷‘ 𝑔 	  两组基	   {𝑒!}	  和	   {𝑒!‘}，考虑两组基之间的变换	  

𝑒! = 𝑒!‘𝑆!" 	  

其中矩阵	   S	  应该为非奇异矩阵	  

那么由	   𝐷!𝑒! = 𝑒!𝐷!" 𝑔 	  可以得到	  

𝐷!𝑒!‘ = 𝑒!‘(SD 𝑔 𝑆!!)!" 	  

即负载在另一组基的矩阵表示为	   SD 𝑔 𝑆!!	  ，考虑到这是同一表示的两个不同
矩阵表示，于是我们有如下的定义：	  

定义 2.2	   	  设	   D(G)	  是群 G的一个 d维表示，那么集合	  

{SD 𝑔 𝑆!!，g ∈ G}	  

也是群 G的一个 d维表示，称为 D(G)	  的等价表示，其中 S是一个 d维非奇异矩
阵	  

在定义中需要补充证明的一件事情是	   SD 𝑔 𝑆!!	  确实是一个矩阵表示，证明过
程希望读者自己完成。	  

由于存在无穷多的非奇异矩阵，也就存在着无穷多的等价表示，而他们给出的

信息是相同的，所以我们只需要研究其中的一个就足够了。	  

定义 	   2.3	   	  如果群 G的表示 D(G)	  可以通过相似变换化为	  

𝐷 𝑔 = 𝐷!(𝑔) 𝑅(𝑔)
0 𝐷!(𝑔)

, g ∈ G	  

则称	   D(G)	  为可约表示，否则称之为不可约表示。如果	   𝑅 𝑔 = 0	  则称之为完
全可约表示。对于可约表示，我们有如下的定理	  

定理 	   2.1	   	  对有限群，可约表示一定是完全可约的。	  

证明过程是构造一个非奇异矩阵	  



𝑆 = 𝐼! 𝐶
0 𝐼!

	  

其中矩阵 C的定义为	  

C = −
1
𝑛 𝑅(𝑔)
!∈!

𝐷!(𝑔!!)	  

具体过程略去。	  

而对于一个完全可约表示，我们可以把它	   𝐷!(𝑔)	  和	   𝐷!(𝑔)	  的直和，记为	  

𝐷 𝐺 = 𝐷! 𝑔 + 𝐷! 𝑔 	  

可以证明	   𝐷! 𝑔 	  和	   𝐷! 𝑔 	  也是群 G的表示，而原来的不变空间已经被分解成
了两个不变子空间的直和。	  

定义 2.4	   	  设	   D(G)	  是群 G的 d维表示，定义	  

χ g = Tr  D(g)	  

称χ g 	  为群元 g在表示 D(G)	  中的特征标，显然有等价表示的特征标相同，而	  
χ e = Tr  I = d	  ，其中 d就是该表示的维数。	  

定义 2.5	   	  如果表示矩阵	   D(g), g ∈ G	  都是幺正的，那么称表示为幺正表示。	  

定理 2.2	   	  任何表示都有等价的幺正表示。	  

证明方法是利用任何一个厄米矩阵都可以通过幺正变换对角化构造一个相似变

换，具体过程略。	  

考虑到幺正表示具有的“保距”的性质，这个定理说明了幺正表示在表示理论

中的特殊作用，也使我们在处理具体群表示理论的问题的时候，尽可能地化为幺正

矩阵，利用幺正矩阵的性质尽可能地简化问题。例如下面我们所说的 Schur引理，
就利用了幺正矩阵的特殊性质。	  

定理 2.3（Schur引理）	   	  与某一不可约表示的所有矩阵对易的矩阵一定是一个
常数矩阵。	  

证明的方法是将该对易的矩阵化成一个厄米矩阵，把表示化成幺正表示，利用

这两类矩阵的特殊性质即可以轻松证明。将这个结论推广，我们可以得到：	  



定理 2.4（广义 Schur引理）	   	  设群 G的两个不可约表示分别为 𝐷 ! (𝑔) 	  和
𝐷 ! (𝑔)，它们的维数分别为𝑑!和𝑑!，若存在一个𝑑!×𝑑!维的矩阵M，使得	  

𝐷 ! 𝑔 𝑀 = 𝑀𝐷 ! (𝑔)	  

定理 2.5	  （广义正交定理）	   	  设	   𝐷 ! 𝐺 	  和	   𝐷 ! (𝐺)	  是 n阶群 G的两个不等
价不可约的幺正表示，维数分别为𝑑!和𝑑!。则下列正交关系成立：	  

𝐷!"
! ∗(𝑔)𝐷!!!!

! (𝑔)
!∈!

=
𝑛
𝑑!
𝛿!"𝛿!!!𝛿!!! 	  

特别地，令p = q，𝜇 = 𝜇!，𝜎 = 𝜎!，得到	  

𝐷!"
! (𝑔)

!

!∈!

=
𝑛
𝑑!

	  

证明 	   	  定义矩阵	  

𝑀 = 𝐷 ! (𝑔)𝑆𝐷 ! (𝑔!!)
!∈!

	  

其中 S是一个𝑑!×𝑑!的矩阵。由重排定理可以得到	  

𝐷 ! 𝑔 𝑀 = 𝑀𝐷 ! (𝑔)	  

由广义 Schur引理可以得到，若两个表示是不等价的，即p ≠ q，则M一定是一个
零矩阵；否则，M必须是常数和单位矩阵的乘积，这样我们可以对 S赋恰当的值而
得到证明。	  

广义正交定理是群表示论中的一个非常重要的定理。为了更加清楚地理解这个

定理，对于固定的(p, µμ,𝜎)值，可以将	  

𝑛
𝑑!
𝐷!"

! (𝑔) 	  

看成一个具有 n个分量的向量𝑟(!,!,!)，其中不同的群元依次对应了向量的不同的分
量，不同的(p, µμ,𝜎)值就对应了不同的向量。则上述方程可以写成向量的正交归一关
系	  

𝑟 !,!,! ∗ ∙ 𝑟 !,!!,!! = 𝛿!"𝛿!!!𝛿!!! 	  



而 n维向量空间中彼此正交的线性独立向量数最多为 n个。如果群 G总共有 r
个彼此不等价的不可约幺正表示，则一共有	  

𝑑!
!

!

!!!

	  

个不同的向量，因此条件	  

𝑑!
!

!

!!!

≤ 𝑛	  

一定成立。事实上，我们有如下定理。	  

定理 2.6	   	  （Burnside定理）	   	  群 G的所有不等价不可约表示的维数的平方和等于
群的阶数。	  

要证明这个定理，一个直接的想法找出所有的不等价不可约表示，然后验证它

们的维数的平方和等于群的阶数。幸运的是，我们可以找到这样的一组非常特殊而

重要的表示，那就是所谓的正则表示。	  

由群的封闭性可知，如果将群 G的 n个群元看成是 n维向量空间的基，即
𝑒! = 𝑔!(𝑖 = 1,2,… ,𝑛)，同时将群元 g看成作用在这个向量空间上的算符，即
𝐷! = 𝑔(g ∈ G),则算符对 G的作用可写成	  

𝑔𝑔! = 𝑔!𝐷!"
! (𝑔)

!

!!!

	  

其中正则表示矩阵可以定义为	  

𝐷!"
! 𝑔 =

1，如果𝑔𝑔! = 𝑔!
0，如果𝑔𝑔! ≠ 𝑔!

	  

容易证明𝐷!(g ∈ G)满足群 G的同态关系，是群 G的一个表示，称这个表示为群 G
的正则表示。	  

一般来说，正则表示是一个可约的表示，如何将它转化为不可约表示的直和，

则是我们下面将要研究的内容之一。	  

定理 2.7	  （特征标正交定理）	   	  群 G的不等价不可约表示的特征标满足正交关系	  



1
𝑛 𝜒 ! ∗(𝑔)𝜒 ! (𝑔)
!∈!

= 𝛿!"	  

证明 	   由广义正交定理，并令µμ = σ，𝜇‘ = 𝜎 ’，对下标求和得到	  

𝐷!!
! ∗(𝑔)𝐷!!

! (𝑔)
!"!∈!

= 𝜒 ! ∗(𝑔)𝜒 ! (𝑔)
!∈!

=
𝑛
𝑑!
𝛿!" 𝛿!"𝛿!"

!"

= 𝑛	  

由于同类元素的特征标相同，可以将求和改成	  

1
𝑛 𝑘!𝜒 ! ∗(𝑔!)𝜒 ! (𝑔!)
!!!

= 𝛿!"	  

其中𝑘!是第 i类所包含的元素数，同样，对于固定的 p，可以讲	  

𝑘!
𝑛 𝜒

! ∗(𝑔!) 	  

看成一个具有 k个分量的向量𝑟(!)，其中不同的类依次对应了向量的不同的分量，
不同的不可约表示就对应了不同的向量。则上述方程可以写成向量的正交归一关系	  

𝑟 ! ∗ ∙ 𝑟 ! = 𝛿!"	  

而 k维向量空间中彼此正交的线性独立向量数最多为 k个。如果群 G总共有 r
个彼此不等价的不可约幺正表示，则一共有 r个相互正交归一的向量，所以我们得
到r ≤ k。	  

实际上我们有：	  

定理 2.8	   	  群 G的不等价不可约表示的数目等于群的类数。	  

定理 2.6和定理 2.8给出了对于任意一个有限群，确定它的不等价不可约表示
的数目的方法，是有限群表示中最为重要的两个定理。	  

考虑任何一个表示，把它写作不可约表示的直和	  

D g = 𝑎!𝐷!(𝑔)
!

	  

其中𝑎!是不可约表示𝐷!(𝑔)的重数，由特征标正交定理可以知道	  



𝑎! =
1
𝐺 χ g 𝜒!(𝑔)

!∈!

	  

那么对于正则表示，我们可以发现，对于任何一个不等价不可约表示，我们都可以

得到它的重数等于	  

𝑎! =
1
𝐺 χ g 𝜒!(𝑔)

!∈!

= 𝑑! 	  

于是我们得到了 Burnside定理的证明，并且我们可以发现，正则表示中包含了所有
的不等价不可约表示。	  

于是正则表示的特征标满足	  

χ g = 𝜒! 𝑒 𝜒!(𝑔)
!

	  

于是我们可以证明到另一个特征标的正交关系（特征标第二正交定理）	  

1
𝑛 𝑘!𝜒 ! ∗([𝑔!])𝜒 ! ([𝑔!])

!

= 𝛿!"	  

其中𝑘!是第 l类所包含的元素数，同样，对于固定的类[𝑔!]，可以讲	  

𝑘!
𝑛 𝜒

! ∗(𝑔!) 	  

看成一个具有 k个分量的向量𝑟(!)，其中不同的类依次对应了向量的不同的分量，
不同的不可约表示就对应了不同的向量。则上述方程可以写成向量的正交归一关系	  

𝑟 ! ∗ ∙ 𝑟 ! = 𝛿!"	  

类似于前面的特征标正交定理，我们可以得到k ≤ r，对于也就是说r = k，我们得到
了定理 2.8的证明。	  

特征标这种很好的正交性使得我们可以把特征标列成一个表格，横行是不同的

类，纵行是不同的不可约表示，交叉的格子填上对应于不同的类与不同的不可约表

示的特征标，于是我们得到了一个特征标表，它的横行与纵行两两正交，这样的特

征标表可以很好地反应相应的群表示的性质。	  

（三）李群与旋转群	  



前面我们所讨论的群元素的数目都是有限的，而实际上，并不是所有的对称变

换的数目都是有限的。例如三维空间的转动变换所构成的群就是一个无限群，我们

称之为 SO(3)群。这样的群的群元素的数目不仅是无限的，而且还是不可列的，所以
前面用到的许多处理的方法在这里是并不适用的。幸运的是，数学家发明了一套非

常完善的群论的一个分支解决这个问题，这个分支被称为李群与李代数。而变换群

SO(3)与 SU(2)，则是在物理学中最常用的两种变换群。	  

在本文中，由于要牵扯到拓扑的定义与性质，我并不打算对李群与李代数下一

个精确的定义。但是李群是一种满足“很好的”拓扑性质的群。所谓“很好的”拓

扑性质，指的是群元的连续性、可微性可以被很好地满足。	  

定义 3.1	   	   全体 n维非平凡复矩阵构成的群称为一般复线性变换群，记作 GL(n,C)。	  

其中非平凡保证每个群元素都有逆元素，单位元素即为单位矩阵。这个所谓的一般

复线性变换群是一个“最大的”线性变换群。而特殊地，我们有	  

定义 3.2	   	   全体 n维幺正矩阵构成的群称为幺正群，记作 U(n)。全体 n维实正交矩
阵构成的群称为实正交群，记作 O(n)。	  

可以看出，这两种群都被分成了不连通的两个部分，行列式为+1的部分与行列式为
-‐1的部分。而取出行列式为+1的部分，也就是保持变换的手征性不变，我们可以得
到	  

定义 3.2	   	   全体行列式为 1的 n维幺正矩阵构成的群称为幺正群，记作 SU(n)。全体
行列式为+1的 n维实正交矩阵构成的群称为实正交群，记作 SO(n)。	  

而我们所想要在量子力学中重点讨论的，就是以上的几种群。特别地，对于 SO(3)	  群，
我们有 SO(3)群的每一个元素都可以用 ( )kC ψ 来标记，其中 ( , )k θ ϕ 为转动轴，ψ 为转
角。我们也同样可以用理论力学课程中所学的欧拉角 ( , , )R α β γ 来描述 SO(3)的每一

个元素。	  

根据欧拉角的定义， 	  

'' '( , , ) ( ) ( ) ( )z y zR C C Cα β γ γ β α= 	  

根据 SO(3)群的元素性质进行变形，易得：	  

( , , ) ( ) ( ) ( )z y zR C C Cα β γ γ β α= 	  

将其表述为矩阵形式，可得：	  



( , , )
cos cos cos sin sin cos cos sin sin cos cos sin
sin cos cos cos sin sin cos sin cos cos sin sin

sin cos sin sin cos

R α β γ
α β γ α γ α β γ α γ α β
α β γ α γ α β γ α γ α β

β γ β γ β

=
− − −⎛ ⎞

⎜ ⎟+ − +⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

	  

SU(2)群是二维特殊幺正群：	  

* *

a b
u

b a
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟−⎝ ⎠
	  

其中 a，b满足:	  

* * 1aa bb+ = 	  

定义 SU(2)群到 SO(3)群的一个映射：	  

/2

/2

0
( )

0

i

zi

e
C

e

α

α α
−⎛ ⎞

→⎜ ⎟
⎝ ⎠

	  

cos / 2 sin / 2
( )

sin / 2 cos / 2 yC
β β

β
β β

−⎛ ⎞
→⎜ ⎟

⎝ ⎠
	  

可以证明，这是一个同态映射，同态核为 2 2E × ， 2 2E ×− 。	  

对于一个拓扑群，我们不仅仅想知道它的代数机构，我们还想知道它的拓扑结构。

而对于李群来说，由于它具有非常好的拓扑性质，我们更加希望研究清楚它的微分

结构，于是我们可以引进无穷小生成元与无穷小算子的概念。	  

定义 3.3	   	   设 G是一拓扑群，e为它的单位元素。假定 e的某一邻域U = O(e)与 r
维欧式空间包含原点的邻域V = O(e)上存在一拓扑映照，满足：	  

φ:V → U，使 𝜑 0 = e
𝜑 𝑥 = g = 𝜑(𝑥!, 𝑥!,… , 𝑥!) ∈ O(e)

	  

{𝑥!}为点 x在欧式空间中的左边，我们称g ∈ U，引入了坐标。现在设𝜑是一个解析
函数，我们称 G为一个局部解析李群。于是我们可以得到	  

𝜑 𝑥 = g = 𝜑 𝑥!, 𝑥!,… , 𝑥! = 𝒆+ 𝑥!
𝜕𝝋
𝜕𝑥!

!

!!!

+ O(x!)	  

当|𝑥!|无限趋于 0时，我们可以记为	  



𝜑 𝑥 = 𝐠 = 𝐞+ ϵ𝐀	  

可以验证，所有这些与 e充分接近的群元素同样构成一个群，称为无穷小群。而只
要讨论清楚无穷小群的结构，我们就可以讨论清楚与 e连通部分的拓扑结构。我们

还称这里的𝐀𝒊 =
𝝏𝝋
𝝏𝒙𝒊
为无穷小生成元，可以证明，无穷小生成元满足如下的对易关

系	  

𝐴! ,𝐴! = 𝐶!"
! 𝐴!

!

	  

其中𝐶!"
! 称为结构常数	  

例如，对于 SU(2)	  群，直接计算得，它的三个无穷小生成元分别为	  

𝐀𝟏 =
0 1
1 0   𝐀𝟐 =

0 𝑖
−𝑖 0   𝐀𝟑 =

1 0
0 −1 	  

即 Pauli矩阵。对于 SO(3)群，它的三个无穷小生成元分别为	  

𝐀𝟏 =
0 0 0
0 0 −1
0 1 0

  𝐀𝟐 =
0 0 1
0 0 0
−1 0 0

  𝐀𝟑 =
0 −1 0
1 0 0
0 0 0

	  

而可以证明，SO(3)群与 SU(2)群的无穷小生成元的对易关系均为  
𝐴! ,𝐴! = 𝜖!"#𝐴!	  

可以看出，这两个群实际上具有相同的代数结构，可以看做是具有相同代数性质的

两个不同表示的展示，我们一会儿可以证明，它们的李代数是同构的。另外值得注

意的是，它们的对易关系与角动量的对易关系就相差一个系数，这暗示了 SO(3)	  与
角动量之间十分重要而深刻的关系。	  
（四）群表示的直积与 CG系数	  
在研究复杂系统的问题时，常常出现多个子系统耦合的问题，因此有必要对 CG系
数进行较深入的研究	  

1、广泛意义下的 CG系数	  

Clebsch-‐Gordan系数（以下简称 CG系数）主要描述由两个或多个系统耦合时波函数
的线性关系。设合成系统由两个子系统组成，子系统有共同的对称变换群 G，波函
数分别按群 G不可约表示变换	  

(1) (1) ( )j j j
R

P
P D Rµ ρ ρµψ ψ=∑ ，	   (2) (2) ( )k k k

R
P

P D Rν λ λνφ φ=∑ 	  

合成系统的波函数是它们的乘积, (1,2) (1) (2)jk j k
µν µ νψ φΨ = ,按直乘表示变换	  



,(1,2) (1,2)[ ( ) ( )]jk jk j k
RP D R D Rµν ρλ ρλ µν

ρλ
Ψ = Ψ ×∑ 	  

,[ ( ) ( )] ( ) ( )j k j kD R D R D R D Rρλ µν ρµ λν× = 	  

用相似变换 jkC 来约化直乘表示	  

1( ) [ ( ) ( )] ( )jk j k jk J
JJ

C D R D R C a D R− × =⊕ 	  

	  等式左面的级数称为 CG级数， jkC 矩阵称为 CG矩阵，矩阵元素 ,
jk
JMrCµν 称为 CG级

数，其中 r表示 ( )jD R 的重数大于一时，需要附加指标区分这些重矩阵。	  

这些 CG系数把合成系统的波函数 (1,2)jk
µνΨ 合成属于不可约表示的波函数：	  

,(1,2) (1,2)J jk jk
Mr JMrCµν µν

µν
Φ = Ψ∑ 	  

' '(1,2)= (1,2) ( )J J J
R Mr Mr M M

M
P D R

′
Φ Φ∑ 	  

2、SO(3)群的 CG系数	  

由于角动量的耦合是量子力学中最为常见的耦合形式，在量子力学中讨论的 CG系
数一般为角动量耦合的 CG系数，也就是 SO(3)群的 CG系数，所以，有必要说明一
下 SO(3)群的 CG系数	  

（1）SU(2)群的不可约表示	  

SU(2)群的全部不可约表示矩阵元可以表示为：	  

* *( 1) ( ) ( )!( ) ( )!
( )

!( )!( )!( )!

k
j j k j k k k

k

j j j j
A u a a b b

k j k j k kµν

ν µ
µ ν µ νµ µ ν ν

ν µ µ ν

+ −
+ − − − − +− + − + −

= ×
− − + − − +∑ ！ ！

	  

由于其证明比较繁琐，我们略去，还可以证明这是幺正表示。	  

其中 j为整数或半整数。	  

令 ( ) ( )j j
uD R A u= ± ， j为整数时， jA 为偶表示，故也是 SO(3)的不可约表示，当 j为

奇数时， jA 为奇表示，我们把这种差一个正负号的表示称为双值表示。	  



'

' 2 ' 2 2 '( 1) ( ') ( ')!( ) ( )!
( , , ) (cos / 2) (sin / 2)

!( )!( ' )!( ' )!m m

k
j im j m m k k m m im

k

j m j m j m j m
D e e

k j m k j m k k m m
α γα β γ β β− − + − − + −− + − + −

= ×
− − + − − +∑ ！ ！

可以证明 j取整数时，给出 SO(3)全部不可约表示。	  

（2）CG系数的结果	  

给出 SO（3）的全部不可约表示后，我们将其代入表达式，很幸运，在这种情况下，
我们可以得到解析解：	  

1 2

1 2 1 2

1 1

1 2 1 2 1 2

1 2 1 1 1 1 2 2 2 2

1 2 2 2

1 2 1 2

(2 1)( )!( ) ( )!( )!( )!
( 1)!( )!( )!( )!( )!

( )!( )!( 1)
!( )!( )!( )!

j j
jmm m mm m

j m k

k

j j j j j j j j j j j m j mS
j j j j m j m j m j m

j j m k j m k
k j m k j j j k k j j m

δ +

− +

+ + − − + + + − + −= × ×
+ + + + − + −

+ − − + +−
− − + − − − + +∑

！
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