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第 章 中心势场

我们现在将一维量子问题推广到三维。

中心势场

中心势场（V (r⃗) = V (r)）具有空间旋转对称性，导致哈密顿算符 Ĥ 不含有空间

方位角度信息，从而有
[
Ĥ , ˆ⃗L

]
= 0,

即轨道角动量是守恒量。因为 z 轴方位的选取并不改变物理观测量，表现为哈密顿算

符不包含 L̂z，此时物理体系能量存在简并，简并度为 2ℓ+ 1（−ℓ ≤m ≤ ℓ）。
由于对称性的关系，在球坐标中处理中心势场的问题更加便利，

(x,y,z) −→ (r sinθ cosφ, r sinθ sinφ, r cosθ).

定义径向动量算符

p̂r = −i h̄
(
%
%r

+
1
r

)
,

可以验证 p̂r 是厄米算符，而且满足下面的对易关系

[r, p̂r ] = i h̄.

因为

p̂2r = −h̄2
(
%2

%r2
+

2
r
%
%r

)
,

所以哈密顿算符可以写作如下形式：

Ĥ =
p̂2r
2µ

+
ˆ⃗L2

2µr2
+V (r).
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第 章 中心势场

轨道角动量

中心势场的一般性质

球方势阱

两体相互作用

物理学描述各种物体之间相互作用规律的一门科学。与某个物体的具体属性相

比，我们更加关心的是相互作用形式，因为相互作用才是各种物体之间共有的性质。

迄今为止，我们在自然界中已经发现存在四种基本相互作用：引力、电磁相互作用、

弱相互作用和强相互作用；当然这些基本相互作用在不同能量标度上表现为其他的有

效形式。在前面课程中我们讨论了各种势场中的一维量子问题。这些势场都来源于物

体之间的相互作用，下面我们研究一下量子世界中的最简单的相互作用——两体之间

的相互作用。

首先需要了解的是如何描述两体之间的相互作用。经典物理中我们通常将两体问

题分解为整体运动和两个物体之间的相对运动。量子力学中所有物理量都是用算符表

示，我们是否还可以像经典物理一样处理两体问题哪？

下面我们考虑氢原子的粗略结构（ ）。所谓的粗略结构是指如下的

近似：（ ）不记及原子核或电子的自旋；（ ）电子在静电场中做非相对论性运动。通

常满足这两个近似条件的原子或离子模型都被称作粗略结构。上述两个近似使得氢原

子的整体哈密顿算符具有简单的形式

Ĥ =
p⃗2N
2mN

+
p⃗2e
2me
− e2

4πϵ0|x⃗e − x⃗N |
,

其中 x⃗e 和 x⃗N 分别是电子和原子核空间坐标矢量算符，而 p⃗e 和 p⃗N 则是电子和原子

核的动量矢量算符。在坐标表象中定态薛定谔方程是

Ĥψ(x⃗N , x⃗e) =
[
− h̄2

2mN
∇⃗2n −

h̄2

2me
∇⃗2e −

e2

4πϵ0|x⃗e − x⃗N |

]
ψ(x⃗N , x⃗e) = Eψ(x⃗N , x⃗e).

引入 个新变量

X⃗ ≡ mex⃗e +mNx⃗N
me +mN

, r⃗ ≡ x⃗e − x⃗N ,

其中 X⃗ 是质心系的位置矢量，而 r⃗ 则是原子核指向电子的相对坐标位置矢量。因为

%
%x⃗e

=
%X⃗
%x⃗e

%

%X⃗
+
%r⃗
%x⃗e

%
%r⃗

=
me

me +mN

%

%X⃗
+
%
%r⃗

∇2e =

(
%
%x⃗e

)2
=

(
me

me +mN

)2
∇2
X⃗
+∇2r⃗ +

2me

me +mN

%2

%X⃗%r⃗
.
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氢原子

同理得

∇2N =

(
%
%x⃗n

)2
=

(
mN

me +mN

)2
∇2
X⃗
+∇2r⃗ −

2mN

me +mN

%2

%X⃗%r⃗
.

故而有

1
me
∇2e =

me

(me +mN )2
∇2
X⃗
+

1
me
∇2r⃗ +

2
me +mN

%2

%X⃗%r⃗
,

1
mN
∇2N =

mN

(me +mN )2
∇2
X⃗
+

1
mN
∇2r⃗ −

2
me +mN

%2

%X⃗%r⃗
,

和
1
me
∇2e +

1
mN
∇2N ≡

1
me +mN

∇2
X⃗
+

1
µ
∇2r⃗ ,

其中

µ ≡ memN

me +mN
.

此时两体问题的定态薛定谔方程化为

Eψ = − h̄2

2(me +mN )
∇2
X⃗

︸!!!!!!!!!!!!!!!!︷︷!!!!!!!!!!!!!!!!︸
氢原子自由运动 ĤX

ψ − h̄
2

2µ
∇2r⃗ψ −

Ze2

4πϵ0r
ψ

︸!!!!!!!!!!!!!!!!!!︷︷!!!!!!!!!!!!!!!!!!︸
电子和原子核的相对运动 Ĥr⃗

.

波函数可以分解为氢原子整体运动部分（X⃗）和电子与原子核的相对运动部分（r⃗）

ψ(x⃗e, x⃗N ) = K(X⃗)ψr⃗(r⃗),

代入到两体问题的定态薛定谔方程中可得如下两个薛定谔方程

− h̄2

2(me +mN )
∇2
X⃗
K(x⃗) = EkK(X⃗),

− h̄
2

2µ
∇2r⃗ψr⃗ −

Ze2

4πϵ0r
ψr⃗ = Er⃗ψr⃗ ,

其中第 个方程就是我们前面讨论过的中心势场问题。两体问题的总能量为质心系统

的动能（Ek）和内能（Er⃗）之和：

Etotal = Ek +Er⃗ .

注意：内能依赖于两个粒子的约化质量 µ。以氢原子为例，

µ =
memN

me +mN
=me

mN

mN +me
≈me

(
1− me

mN
+ · · ·

)
.

另外一个例子是氢核和氘核（ ）：

氢核 : mp = 1836me =⇒ µpe = 0.99945me

氘核 : md = 3670me =⇒ µpe = 0.99973me.

如此小的约化质量差异已经可以通过光谱线实验来观测。在天文学是哪个，人们通过

观测氢原子和氘原子光谱线之间的相对强度来判断星际介质中氢原子和氘原子的相

对残留丰度。此信息有助于人们了解在宇宙演化早期时形成氘原子的条件。
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第 章 中心势场

氢原子

将氢原子波函数记作为

ψ(r,θ,φ) =
u(r)
r

Ym
ℓ (θ,φ),

则氢原子中电子的定态薛定谔方程为

d2

dr2
u(r)− ℓ(ℓ+ 1)

r2
u(r) +

2µE

h̄2
u(r) +

2µe2Z

4πϵh̄2
1
u
(r) = 0.

引入无量纲参数

ρ =

√
−8µE

h̄2
r, λ =

2µe2

4πϵ0h̄
2

√
−h̄2
8µE

=
1
a0

√
−h̄2
2µE

,

定态薛定谔方程为

d2

dρ2
uℓ(ρ)−

ℓ(ℓ+ 1)
ρ2

uℓ(ρ) +
λ
ρ
uℓ(ρ)−

1
4
uℓ(ρ) = 0.

我们注意到，由于普朗克常数的存在，我们可以构造具有长度量纲的常数 a0 来标记

氢原子大小，而且能量 E 和 λ 参数之间存在一一对应的关系。如果 λ 只能取特定的

整数值，那么能量就会量子化。下面我们可以看到，波函数在原点和无穷远处的自然

边界条件要求 λ 只能取整数。

考虑在 r→ 0 和 r→∞ 处的波函数性质
ρ→∞：定态薛定谔方程为

d2

dρ2
uℓ(ρ)−

1
4
uℓ(ρ) = 0,

其解为

ul(ρ) ∼ e−ρ/2.

ρ→ 0：定态薛定谔方程为

d2

dρ2
uℓ(ρ)−

ℓ(ℓ+ 1)
ρ2

uℓ(ρ) = 0,

其解为

ul(ρ) ∼ ρℓ+1.

我们猜测氢原子中电子波函数为如下形式：

uℓ(ρ) ∼ ρℓ+1e−ρ/2vℓ(ρ),

其中两个特殊解的乘积 ρℓe−ρ/2 满足 r → 0 和 r →∞ 两个边界处的薛定谔方程，而
vℓ(ρ) 则描述 0 < r <∞ 之间的波函数分布。波函数收敛有界要求
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氢原子

当 ρ→ 0 时，vℓ(ρ) 趋于常数，否则 ℓ = 0 时波函数行为不好；

当 ρ→∞ 时，ρℓ+1vℓ(ρ) 的整体发散性要慢于 eρ/2。

将 uℓ(ρ) 代入到薛定谔方程中可得

ρv′′ℓ + [2(ℓ+ 1)− ρ]v′ℓ − (ℓ+ 1−λ)vℓ = 0

此为合流超几何函数（ ）。

级数解法

下面我们仿效一维谐振子势的级数解法来求解上述方程。在波函数中分离出

ρℓ+1 和 e−ρ/2 两种波函数的渐进行为将简化级数求解。将 v(ρ) 展开为 ρ 的级数

v(ρ) =
∞∑

j=0

ajρ
j .

v(ρ) 的一阶和二阶导数为

dv
dρ

=
∞∑

j=0

jajρ
j−1 =

∞∑

j=0

(j + 1)aj+1ρ
j ,

d2v
dρ2

=
∞∑

j=0

j(j + 1)aj+1ρ
j−1,

其中我们对哑指标做了替换 j→ j + 1。故而，薛定谔方程给出

∞∑

j=0

j(j + 1)aj+1ρ
j + 2(l + 1)

∞∑

j=0

(j + 1)aj+1ρ
j −

∞∑

j=0

jajρ
j − (l + 1−λ)

∞∑

j=0

ajρ
j = 0.

令相同幂次 ρj 的系数相等，则有

j(j + 1)aj+1+ 2(l + 1)(j + 1)aj+1 − jaj − (l + 1−λ)aj = 0,

=⇒ [j(j + 1) + 2(l + 1)(j + 1)]aj+1 − (j + l + 1−λ)aj = 0,

=⇒ aj+1 =
j + l − 1−λ

(j + 1)(j + 2l + 2)
aj .

注意： ）分离出 ρl+1 项可以避免级数展开中出现多个零系数； ）分离出 e−ρ/2 项

可以避免出现 aj+2，aj+1，aj 的递推关系式，否则计算非常困难。

u(ρ) 在 ∞ 处收敛要求
lim
ρ→∞

ρl+1v(ρ) < eρ/2.

下面我们看一下 v(ρ) 级数在 ρ→∞ 处的渐进行为

lim
j→∞

aj+1

aj
= lim

j→∞
j + l + 1−λ

(j + 1)(j + 2l + 2)
→ 1

j
.
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第 章 中心势场

因为

eρ =
∞∑

j=0

ρj

j !
,

其级数展开式 a′j+1 和 a′j 满足

lim
j→∞

a′j+1

a′j
=

1
j !
1

(j − 1)!
=

1
j
.

所以

v(ρ)
j→∞−−−−−→ eρ,

即

u(ρ)→ ρl+1e−ρ/2eρ→ ρl+1eρ/2 ρ→∞−−−−−→发散,

明显 v(ρ) 的无穷阶的级数展开是不满足平方可积条件的，所以我们必须对 j 的求和

截断，从而导致能量量子化。截断要求

j + l + 1−λ = 0 =⇒ λ ≡ n = j + l + 1.

因为轨道角动量量子数 l 是整数，径向波函数级数展开的幂次 j 也是整数，所以 λ ≡ n

必定也是整数，其取值为 n = 1,2,3, · · ·，并且

λ = n =
2µe2

4πϵ0h̄
2

√
−h̄2
8µE

=
1
aB

√
−h̄2
2µE

=⇒ En = −
h̄2

2µa2Bn2
.

氢原子离散能级只依赖于主量子数 n，与 nr = j 和 l 无关，能级简并度为 n2。因为角

动量算符平方所代表的三维空间转动不变性，每一个轨道角动量 l 都具有 2l + 1 个

简并，所以氢原子第 n 个能级的简并度为

gn =
n−1∑

l=0

(2l + 1) = 2
n−1∑

l=0

l +
n−1∑

l=0

1= 2× 1
2
(n− 1)n+ n = n2.

引入精细结构常数 α

α =
e2

4πϵ0h̄c

可将氢原子能级公式简化为

λ = n = α

√

−mec2

2E
=⇒ En = −

(
e2

4πϵ0

)
1
2a0

1
n2

= −1
2
me (αc)

2 1
n2

.

精细结构常数刻画电磁相互作用强度的物理学参数。因为 e2/h̄ 具有速度量纲，所以
在非相对论情形下，氢原子中电子的速度（ve）和玻尔半径（aB）分别是

ve ∼ αc =
c

137
,
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aB =
4πϵ0h̄

2

mec2
=

1
α

h̄
mec

=
h̄

me(αc)
∼ 0.53 .

!
氢原子能级公式中包含一个无量纲的常数 α

α =
e2

4πϵ0h̄c
∼ 1
137.0539779(32)

,

我们无法通过改变单位来改变其数值！！这个常数的出现令物理学家感到非常困惑。

任何一个物理理论都没有办法预言无量纲量的数值，因为它是理论中的自由参数。人

们曾经试图通过各种常数（例如 e，π，欧拉常数 γ 等）的组合来凑成这个神奇的

1/137，例如
e−π

2/2 ∼ 1
139

,
1
2
π−e

2/2 ≈ 137.3,

但明显这种做法毫无意义。

艾丁顿（ ）曾经开玩笑提出一个理论：“α 常数出现在氢原子中，而氢

原子是由质子和电子组成的。在 3+ 1 维时空中，质子和电子都有 个自由度，这样

总共有 4× 4= 16 个自由度。16× 16 的实对称矩阵总共有 16× (16+ 1)/2= 136 个

独立矩阵元，加上电子自旋后，就给出 136+ 1 = 137。” 著名物理学家

将艾丁顿的数论推广到理想气体从而得到绝对零度。最简单的理想气体是 H2，因为

每一个氢分子都有 个自由度，所以 H2 具有 137×2= 274个自由度。形成束缚态

H +H →H2 给出一个束缚条件，所以 H2 总计具有 274− 1= 273 个自由度。

开玩笑说，我们需要降低到 度来将理想气体的所有自由度冻结。

年， 提出重整化群后，人们才意识到 α 并非是一个常数，其数值

大小依赖于实验能量标度，这被称作为跑动效应（ ），例如 α(Q =

100 ) = 1/128。

氢原子波函数

当主量子数 n = nr + l + 1 给定时，径向量子数 nr（径向波函数节点个数）和轨

道角动量量子数 l 分别取

nr = 0,1,2, · · · ,nr − 1,
l = n− 1,n− 2,n− 3, · · · ,0.

径向波函数是

unl(ρ) ∼ F(−nr ,2l + 2,ρn)ρl+1
n e−ρn/2,

其中 ρn 是第 n 能级所对应的特征长度，用来刻画处于第 n 能级电子相对于氢原子核

的距离，

ρn =

√
−8µEn

h̄2
r =

2
naB

r.
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第 章 中心势场

氢原子归一化的波函数为

ψnlm = Rnl(r)Y
m
l (θ,φ)

=

(
2

naB

)3/2
√

(n+ l)!
2n(n− l − 1)!

1
(2l + 1)!

ρlne
−ρn/2F(−nr ,2l + 2,ρn)Ym

l (θ,φ).

基态和第一激发态的径向波函数为

R10 = 2
(
1
aB

)3/2

e−r/aB ,

R20 =

(
1
2aB

)3/2 (
2− r

aB

)
e−

r
2aB ,

R21 =

(
1
2aB

)3/2 r

aB
√
3
e−

r
2aB ,

而完整波函数为

u100 =
1

√
πa3B

e−
r
aB

u200 =
1

4
√
2πa3B

(
2− r

aB

)
e−

r
aB

u210 =
1

4
√
2πa3B

r
aB

e−
r

2aB cosθ

u211 =
−1

8
√
πa3B

r
aB

e−
r

2aB eiφ sinθ

u21−1 =
1

8
√
πa3B

r
aB

e−
r

2aB e−iφ sinθ

下面我们讨论氢原子的几个较低能级的径向波函数分布。因为 unl(r) = rRnl(r)

归一化简单，

4π
∫ ∞

0

∣∣∣u(r)
∣∣∣2dr = 1,

我们选取 u(r) 来解电子相对于氢原子核的位置分布。

首先，我们先研究 nr 的物理意义。nr = n − l − 1 描述径向波函数的节点数，它
标志电子的径向方向运动的激烈程度。nr 大就意味着电子在径向方向上运动活跃，

nr = 0 则意味着电子在径向方向上分布变化缓慢，但此时轨道角动量 l = n − 1 达到
极大值，电子的空间方位分布变化剧烈。例如，

n = 1 时，nr = l = 0，径向波函数无节点；

n = 2 时，
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nr = 1, l = 0，径向波函数有一个节点；

nr = 0, l = 1，径向波函数无节点；

n = 3 时，

nr = 2, l = 0，径向波函数有两个节点；

nr = 1, l = 1，径向波函数有一个节点；

nr = 0, l = 2，径向波函数无节点。

图 氢原子 n = 3能级的径向波函数分布（横坐标单位是玻尔半径）：l = 2, nr = 0

（绿色），l = 1, nr = 1（蓝色），l = 0, nr = 2（红色）。

其次，我们研究电子波函数的径向分布最概然位置。因为

nr = 0 : Rn,n−1(r) ∼ rn−1e−
r

naB ,

所以电子的径向几率分布为

Pn,n−1 ∼
∣∣∣Rn,n−1

∣∣∣2 r2 ∼ r2ne−
2r
naB .

几率分布的最大值对应的径向位置——最概然位置——由下式决定：

dPn,n−1
dr

= 0 =⇒ rmax = n2aB .

这和圆周运动的经典图像相符。图形（ ）显示氢原子 n = 10 能级的径向几率分布

随电子径向半径的变化，此几率分布在 r = 100aB 处达到极大值。

图 氢原子 n = 10 能级的径向几率分布（横坐标单位是玻尔半径）：l = 9, nr = 0
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图 氢原子 n = 10 能级的径向几率分布（横坐标单位是玻尔半径）：l = 0, nr = 9

当 n 数值较大时，根据对应性原理，氢原子中电子的几率分布要接近经典力学情

形。图形（ ）显示 n = 10, l = 0,nr = 9 波函数的径向几率分布。注意：最概然几

率的位置 rmax 比 2× 100aB 小。这可以从经典物理理解。在库伦势或引力势中运动
粒子的轨道形成一个封闭椭圆，具有相同半主轴的椭圆轨道对应于相同能量。因为

l = n− 1 轨道是圆形，而 l = 0 轨道是一个长细椭圆，能量守恒要求此长细椭圆的半

主轴取可能的最大值，这就要求电子离氢原子核的距离尽可能接近圆形轨道半径的两

倍，即 2× 100aB = 200aB。在经典物理中围绕氢原子核做椭圆运动的电子在离原子

核最远处耗时较长，因为在最远处电子的速度最小、运动最慢。故而，图中电子在远

离氢原子核处出现几率最大的结果完全符合经典物理图像。同时我们也可以看出经典

和量子的区别，虽然 n = 10 时，量子物理结果已经接近经典物理，但还是和经典物

理有所不同。在经典物理中 r ≤ 200aB，量子物理中电子还有一定几率出现在经典禁

区（r > 200aB）中。

和电子径向位置有关物理量的平均值

我们经常会遇到求解和电子径向位置有关的物理量的平均值。 给出一个

非常有用的递推关系，将电子径向位置的不同幂次的平均值联系起来：

k+ 1
n2

〈
nl

∣∣∣rk
∣∣∣nl

〉
−(2k+1)aB

〈
nl

∣∣∣rk−1
∣∣∣nl

〉
+
ka2B
4

[
(2l + 1)2 − k2

] 〈
nl

∣∣∣rk−2
∣∣∣nl

〉
= 0.

首先
〈
r−1

〉
。位力定理告诉我们，库仑势场中

2
〈
E
∣∣∣T̂

∣∣∣E
〉
= −

〈
E
∣∣∣V̂

∣∣∣E
〉
,

所以
〈
E
∣∣∣V̂

∣∣∣E
〉
= −Ze

2

4πϵ

〈
E
∣∣∣1
r

∣∣∣E
〉
= 2E = − Z2e2

4πϵa0n2
,

即
〈
r−1

〉
=

Z
n2a0

.
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氢原子

再计算
〈
r−3

〉
。考虑对易子 [Ĥ , p̂r ] 的平均值。因为定态中任何含有哈密顿算符的

对易子的平均值为零，

0=
〈
E
∣∣∣[Ĥ , p̂r ]

∣∣∣E
〉
=

l(l + 1)h̄2

2µ

〈
E
∣∣∣[r−2, p̂r ]

∣∣∣E
〉
− Ze2

4πϵ

〈
E
∣∣∣[r−1, p̂r ]

∣∣∣E
〉
.

在利用 [r, p̂r ] = i h̄ 可得

〈
E
∣∣∣r−3

∣∣∣E
〉
=

Z3

a30n
3l(l + 1)(l + 1

2)
.

!
通过氢原子例子，我们看到求解中心势场中的定态薛定谔方程就可以得到氢原子的全

部信息。能量量子化是要求物理解满足如下两个自然边界条件的必然结果：

r→ 0 时，R(r) ∼ rl；

r→∞ 时，R(r) 收敛。

氢原子能级的代数解法

氢原子具有更高简并度的原因是氢原子具有更高的动力学对称性 SO(4)（详细内

容请参见程檀生老师教材第 页附注）。下面我们不讲解具体的对称性，而是采用

代数解法——构造升降算符——来求解氢原子的能级，并以此说明氢原子哈密顿算符

中包含超出三维转动不变性的更高对称性。设氢原子本征函数为 |E, l⟩，满足本征方程

Ĥ |E, l⟩= E |E, l⟩ , ˆ⃗L2 |E, l⟩= l(l + 1)h̄ |E, l⟩ .

我们写出哈密顿算符

Ĥl =
p̂2r
2µ

+
l(l + 1)h̄2

2µr2
− Ze2

4πϵr

=
p̂2r
2µ

+
l(l + 1)h̄2

2µr2
− Z

r

(
h̄2

µa0

)
,

其中玻尔半径 a0 为

a0 =
4πϵ0h̄

2

µe2
.

定义算符 Âl 和 Â†l 如下：

Âl ≡
a0√
2

(
i
h̄
p̂r −

l + 1
r

+
Z

(l + 1)a0

)
,

Â†l ≡
a0√
2

(
− i
h̄
p̂r −

l + 1
r

+
Z

(l + 1)a0

)
,



曹
庆
宏

讲
义
草
稿

请
勿
传
播

第 章 中心势场

则氢原子的哈密顿算符 Ĥl 可以写作为

Ĥl =
h̄2

µa0

(
Â†l Âl −

Z2

2(l + 1)2

)
.

下面我们推导这个哈密顿算符形式。考虑 Â†l Âl 的乘积：

A†l Al =
a20
2

(
− i
h̄
p̂r +

Z
(l + 1)a0

− l + 1
r

)(
i
h̄
p̂r +

Z
(l + 1)a0

− l + 1
r

)

=
a20
2

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
p̂2r
h̄2

+

(
Z

(l + 1)a0
− l + 1

r

)2
+

i
h̄

[
p̂r ,

l + 1
r

]⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭

=
a20
2

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
p̂2r
h̄2

+
Z2

(l + 1)2a20
+

(
l + 1
r

)2
− 2Z
ra0
− (l + 1)

r2

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭

=
a20
2

{
p̂2r
h̄2

+
(l + 1)2 − (l + 1)

r2
− 2Z
ra0

}
+

Z2

2(l + 1)2

=
a20
2

{
p̂2r
h̄2

+
l(l + 1)

r2
− 2Z
ra0

}
+

Z2

2(l + 1)2

=
a20
2h̄2

{
p̂2r +

l(l + 1)h̄2

r2
− 2Zh̄2

ra0

}
+

Z2

2(l + 1)2

=
µa20
h̄2

{
p̂2r
2µ

+
l(l + 1)h̄2

2µr2
− Zh̄2

µra0

}
+

Z2

2(l + 1)2

=
µa20
h̄2

Ĥl +
Z2

2(l + 1)2
.

从而给出如下的哈密顿算符

Ĥl =
h̄2

µa0

(
Â†l Âl −

Z2

2(l + 1)2

)
.

这类似于一维简谐振子势的哈密顿算符形式。

下面我们推导两个有用的算符关系式。首先考虑 Al 和 A†l 的对易子：

[Al ,A†l ] =
a20
2

[
i
h̄
p̂r −

l + 1
r

,− i
h̄
p̂r −

l + 1
r

]
= − i

h̄
a20

[
p̂r ,

l + 1
r

]
.

因为 [
p̂r ,

l + 1
r

]
= − l + 1

r2
[p̂r ,r] = i h̄

l + 1
r2

,

所以

[Al ,A†l ] = −i
a20
h̄
l + 1
r2

(i h̄) = a20
l + 1
r2

.

此对易关系也类似于简谐振子的升降算符对易关系——[â, â†] = 1。由于

Ĥl+1 − Ĥl =
h̄2

2µr2
[(l + 1)(l + 2)− l(l + 1)] =

h̄2

µr2
(l + 1),
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我们有
l + 1
r2

=
µ

h̄2
(Ĥl+1 − Ĥl).

故而，

[Al ,A†l ] =
µa20
h̄2

(Ĥl+1 − Ĥl) .

其次考虑 Âl 和 Ĥl 的对易子。由公式（ ）和（ ）可得

[Âl ,Ĥl ] =
h̄2

a20
[Âl , Â†l Âl ] =

h̄2

µa20
[Âl , Â†l ]Âl = (Ĥl+1 − Ĥl)Âl ,

即有

ÂlĤl = Ĥl+1Âl .

下面我们利用上面的公式推导氢原子的能量本征值。记 Ĥl 算符的本征态为 |E, l⟩
满足如下的能量本征方程

Ĥl |E, l⟩= E |E, l⟩ .

将算符 Âl 作用在此方程两侧，

ÂlĤl |E, l⟩= ÂlE |E, l⟩= EÂl |E, l⟩ ,

再利用公式（ ）可得

ÂlĤl |E, l⟩= Ĥl+1Âl |E, l⟩ ,

所以

Ĥl+1
(
Âl |E, l⟩

)
= E

(
Âl |E, l⟩

)
.

这说明 Âl |E, l⟩ 仍然是氢原子的能量本征态，而且它对应于相同的能量本征值 E。同

时 Âl |E, l⟩ 也是 Ĥl+1 算符的本征态，说明 Âl |E, l⟩ 的轨道角动量量子数为 l + 1，即

Âl |E, l⟩ ∼ |E, l + 1⟩ 或 |E, l⟩ Âl−−−−−→ |E, l + 1⟩ .

位力定理告诉我们：氢原子能量保持不变时，其动能也是不变的。为保持动能不变，

提高轨道角动量量子数的同时，Âl 算符也必然要减少径向量子数 nr。如图（ ）所

示。

以此类推，我们将算符 Âl+1 作用在 |E, l + 1⟩ 上可以得到 |E, l + 2⟩，例如

|E, l⟩ Âl−−−−−→ |E, l + 1⟩ Âl+1−−−−−−−→ |E, l + 2⟩ · · · |E, lmax − 1⟩
Âlmax−1−−−−−−→ |E, lmax⟩ .

上面每一步操作都会增加一个轨道角动量量子数并且减少一个径向量子数，最终会得

到一个为零的径向量子数（nr = 0）和最大的角动量量子数 lmax。此时氢原子中电子

将做圆周运动，其状态满足

Âlmax |E, lmax⟩= 0.
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l

nr

Âl

Â
†
l

图 Âl 和 Â†l 作用下氢原子角动量量子数和径向量子数变化。

我们可由此条件得到氢原子能量本征值的表达式。因为

0 =
∣∣∣Âlmax |E, lmax⟩

∣∣∣2 =
〈
E, lmax

∣∣∣Â†lmax
Âlmax

∣∣∣E, lmax

〉

= ⟨E, lmax|
a20
h̄2

µĤlmax
+

Z2

2(lmax + 1)2
|E, lmax⟩

=
a20
h̄2

µE+
Z2

2(lmax + 1)2
,

所以

E = − Z2h̄2

2µa20(lmax + 1)2
= − Z2h̄2

2µa20n2
= − Z2e2

8πϵ0a0n2
,

其中 n = lmax + 1 是主量子数。因为 Âl 作用是将 l 增加为 l+ 1，而且增大步长是 1，

所以主量子数的表达式是 n = nr + l + 1。我们看到，氢原子能级简并度高的根源隐

藏在氢原子哈密顿算符之中。

三维简谐振子

三维各向同性简谐振子势的哈密顿量为

Ĥ =
p̂2r
2m

+
L̂2

2mr2
+

1
2
mω2r2.

选取 {Ĥ , L̂2, L̂z} 作为力学量完全集，波函数记作为 ψnlm。定态薛定谔方程是

− h̄2

2m

(
1
r
%
%r2

r − L̂2

h̄2r2

)
ψnlm +

1
2
mω2r2ψnlm = Eψnlm.

将波函数分解为径向和空间角度两部分

ψnlm = Rnl(r)Ylm(θ,φ) =
unl(r)

r
Ylm(θ,φ),
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代入到定态薛定谔方程中，并取无量纲参数

ρ =
r
α
, λ =

2E
h̄ω

, 其中α =

√
h̄

mω
,

则可得径向薛定谔方程

%2

%ρ2
u(ρ) +

[
λ− ρ2 − l(l + 1)

ρ2

]
u(ρ) = 0.

（ ）当 ρ→∞ 时，径向方程化为如下的近似形式

%2

%ρ2
u(ρ)− ρ2u(ρ) = 0,

其在无穷远处收敛解为

u(ρ) ∼ e−
ρ2
2 .

（ ）当 ρ→ 0 时，波函数的行为和氢原子在 ρ→ 0 时相同，

u(ρ) ∼ ρl+1.

所以我们猜测波函数解具有以下形式

u(ρ) = ρl+1e−
ρ2
2 v(ρ),

同时要求 ρlv(ρ) 在无穷远处发散行为不超过 exp(−ρ2/2)。将 u(ρ) 代入到径向薛定

谔方程中可得

ρv′′(ρ) +
[
2(l + 1)− 2ρ2

]
v′(ρ) + (λ− 2l − 3)ρv(ρ) = 0.

令 y = ρ2，可将上式化作为合流超几何微分方程

yv′′(y) +
[(
l +

3
2

)
− y

]
v′(y)− 2l + 3−λ

4
v(y) = 0.

在 y = 0 处有正常解要求

v(y) = cF

(
2l + 3−λ

4
, l +

3
2
,y

)
.

为使在无穷远处 Rnl(r)→ 0，要求截断多项式，即有

2l + 3−λ
4

= −nr −→ λ =
2E
h̄ω

= 4nr + 2l + 3.

这给出量子化能级

E = h̄ω
(
2nr + l +

3
2

)
≡

(
N +

3
2

)
h̄ω,

其中 N = 2nr + l，而常数 3/2 则是三维空间中谐振子势的基态能。具体归一化波函
数形式参见程老师书中公式（ ）。
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带电粒子在磁场中运动

处理处于外磁场（B⃗）中的带电粒子运动问题，我们可以将自由粒子动量替换成

机械动量（ ）

p⃗→ p⃗ − qA⃗,

其中右边的 p⃗ 为正则动量，q 是粒子电荷，A⃗ 是满足如下关系的电磁场矢量势

∇× A⃗ = B⃗ , A⃗ =
1
2
B⃗× r⃗.

考虑处于外电磁场中的氢原子，氢原子中电子的哈密顿算符为

Ĥ =
1
2µ

(
p⃗ − qA⃗

)2 − e2

r

=
p⃗2

2µ
− e2

r
− q
2µ

(
p⃗ · A⃗+ A⃗ · p⃗

)
+

q2

2m
A⃗2.

选取库伦规范 ∇⃗ · A⃗ = 0，则有

p⃗ · A⃗ψ = −i h̄ ∇⃗ · A⃗
︸︷︷︸

0

ψ − i h̄A⃗ · ∇⃗ψ = A⃗ · p⃗ψ,

即有

p⃗ · A⃗ = A⃗ · p⃗.

代入 A⃗ = 1
2 B⃗× r⃗ 后得

A⃗ · p⃗ =
1
2

(
B⃗× r⃗

)
· p⃗ =

1
2
B⃗ · (r⃗ × p⃗) = 1

2
B⃗ · L⃗.

所以当仅有外部磁场时，系统的哈密顿算符是

Ĥ = Ĥ0 −
q
µ
A⃗ · p⃗+ q2

2µ
A⃗2 = Ĥ0 − µ⃗L · B⃗+

q2

2µ
A⃗2,

其中

µ⃗L =
q
2µ

L⃗ =
µB
h̄
L⃗ , µB =

qh̄
2µ
（玻尔磁子）

利用矢量关系式

(
C⃗ × D⃗

)
·
(
E⃗ × F⃗

)
=

(
C⃗ · E⃗

)(
D⃗ · F⃗

)
−
(
C⃗ · F⃗

)(
D⃗ · E⃗

)
,

可得

A⃗2 =
1
4

(
B⃗× r⃗

)(
B⃗× r⃗

)
=

1
4

[
B2r2 −

(
B⃗ · r⃗

)2]
.

将之代入到哈密顿算符中得

Ĥ =
p⃗2

2µ
− e2

r
− q
2µ

B⃗ · L⃗+ q2

8µ

[
B2r2 −

(
B⃗ · r⃗

)2]
.
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效应

当氢原子、类氢原子或碱金属原子处于较强磁场中其能级发生移动的现象称为

效应：不考虑电子自旋效应时被称作为正常 效应，而考虑电子自旋

时称作为反常 效应。下面我们计算正常 效应。

因为原子空间尺寸非常小，实验室中制备的磁场在原子尺度上可视作为均匀磁

场。取 B⃗ 沿着 z 轴（B = Bêz），哈密顿量为

Ĥ =
p̂2

2µ
− e2

r
+

e
2µ

BL̂Z +
e2B2

8µ
(x2+ y2).

当磁场不强时，B2 项可以忽略，从而哈密顿算符是

Ĥ = Ĥ0+
BµB
h̄

L̂Z .

因为 [Ĥ ,Ĥ0] = [Ĥ , L̂Z ] = [Ĥ0, L̂Z ] = 0，所以我们选取力学量完全集 {Ĥ , ˆ⃗L2, L̂Z }。因为
力学量完全集和氢原子一样，所以波函数通解形式为

ψn,l,m(r,θ,φ) = Rnl(r)Y
m
l (θ,φ) ≡ |nlm⟩ ,

相对应的本征值为

Enlm =
〈
nlm

∣∣∣Ĥ
∣∣∣nlm

〉
=

〈
nlm

∣∣∣Ĥ0
∣∣∣nlm

〉
+

µBB
h̄

〈
nlm

∣∣∣L̂Z
∣∣∣nlm

〉

= E0+mµBB = E0+mh̄ωL,

其中 ωL = eB/2µ 是拉莫（ ）频率。

与氢原子不同的是，此时系统的能级依赖于磁量子数 m。这是因为外加磁场破坏

了氢原子的三维旋转不变性。原来自由氢原子的 L̂X,Y ,Z 都是等价的，但沿 z 轴的外

加磁场选取了特定的空间方位，磁矩和磁场的相互作用解除了原来氢原子能级关于

空间方位的 2l + 1 维简并。但此相互作用仅仅移除氢原子关于 ˆ⃗L2 子空间的简并，但
n = nr + l + 1 简并尚未完全解除。如图（ ）所示，氢原子最低三个能级在外磁场

下关于 m 量子数的简并解除了，但氢原子关于 l 量子数的简并仍然存在，

Enl ′m = Enlm (l ! l ′).

均匀磁场中的自由电子——朗道能级

年，年仅 岁的朗道研究均匀磁场中的自由电子运动情况并发展了金属电

子的“朗道抗磁”理论。在文章中朗道提出了后来的量子霍尔效应理论中使用的基本

概念——电子在磁场中的朗道能级和能级的态密度等。
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B⃗ = 0 B⃗ ̸= 0

(1, 0) (1, 0)

(2, 0), (2, 1)

(2, 1, 1)

(2, 0, 0), (2, 1, 0)

(2, 1,−1)

(3, 0), (3, 1), (3, 3)

(3, 2, 1)

(3, 1, 1), (3, 21)

(3, 0, 0), (3, 1, 0), (3, 2, 0)

(3, 2,−1), (3, 1,−1)

(3, 2,−2)

E
(0)
2 + µBB

E
(0)
1

E
(0)
2 − µBB

E
(0)
2

E
(0)
3 − 2µBB

E
(0)
3 − µBB

E
(0)
3

E
(0)
3 + µBB

E
(0)
3 + 2µBB

图 正常 效应的氢原子能级：左边括号内是量子数 (n, l)，右边括号内是

量子数 (n, l,m)。

!
朗道生不逢时，如果他早生几年，一定可以在量子理论创建过程中大展拳脚。朗

道还用数学符号对理论物理学家分类：拉普拉斯算符 ∆ 是头脑尖又坐得住者，

如爱因斯坦；达朗贝尔算子 ! 代表头脑笨而坐得住者，如他的某些同事；他本人

由 "描述，头脑虽尖但坐不住，最后 ∇表示头脑笨又坐不住的人，例如他讨厌的某人。

描述磁场中的电子运动的薛定谔方程是

1
2m

(
p⃗ − qA⃗

)2
ψ = Eψ,

此处 B2 项不可忽略。在前面氢原子问题中，因为电子所受的库仑势大于电子和磁场

之间的相互作用，因为当磁场不强时仅需考虑 B 的线性项而忽略 B2 项。考虑外磁场

沿着 z 轴方向，我们可以选择不同的矢势 A⃗，

A⃗ =
1
2
B(−y,x,0) 或 A⃗ = B(−y,0,0).

下面我们可以看到这两种不同的选取方案会给出相同的物理结果。

A⃗ =
1
2
(−y,x,0)

哈密顿算符是

Ĥ =
1
2m

[
(p̂x −

1
2
eBy)2+ (p̂y +

1
2
eBx)2+ p̂2z

]

=
1
2m

(
p̂2x + p̂2y

)
+

e2B2

8m
(x2+ y2) +

eB
2m

(xp̂y − yp̂x) +
p̂2z
2m

.
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带电粒子在磁场中运动

明显，粒子沿着 z 轴方向做自由运动，所以我们可以将 p̂z 从哈密顿算符中分离出，

从而仅需考虑电子在 x − y 平面上的运动。相应的哈密顿算符是

Ĥxy =
1
2m

(
p̂2x + p̂2y

)
+

1
2
mω2

L(x
2+ y2)

︸!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!︷︷!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!︸
Ĥ0

+ωLL̂z, ωL =
|e|B
2m

,

这里 ωL 项（也即 B 的线性项）描述带电粒子磁矩通外磁场之间的相互作用，而 ω2
L

是 B2 项，在后边讨论中我们会看到这一项代表着反磁项。注意到 Ĥ0 形式和二维各

项同性的谐振子势相同，我们选取力学量完全集为 {Ĥ , L̂z}，并在极坐标系（ρ,φ）中
写出波函数通解为

ψ(ρ,φ) = R(ρ)eimφ , m = 0,±1,±2, · · · .

将波函数带入到定态薛定谔方程中得

[
− h̄2

2m

(
%2

%ρ2
+

1
ρ
%
%ρ
− m2

ρ2

)
+

1
2
mω2

Lρ
2
]
R(ρ) = (E −mh̄ωL)R(ρ)

≡ E′R(ρ)

这正是二维谐振子势的能量本征方程。选取如下变量

ρ = αy , α =

√
h̄

mωL
, ϵ =

2E′

h̄ωL
,

我们将二维谐振子势的能量本征方程转化为如下的无量纲形式（注意：无量纲化后长

度的度量单位是 α，能量的单位是 h̄ωL）

d2R(y)
dy2

+
1
y
dR(y)
dy

+

(
ϵ − y2 − m2

y2

)
R(y) = 0.

此本征方程的求解是完全类似于我们求解氢原子本征值和本征函数，我们首先考虑本

征方程在两个自然边界条件处的行为：

当 y→∞ 时，上面方程简化为
(
d2

dy2
− y2

)
R(y) = 0 =⇒ R(y) ∼ e−y

2/2;

在 y→ 0 时，我们得到如下近似方程
(
d2

dy2
+

1
y

d
dy
− m2

y2

)
R(y) = 0.

令 R(y) ∼ ys 代入上面方程得到 s2 −m2 = 0，故而 s = ±|m|。所以

R(y)
y→0−−−−−−−−−→ y+|m|.
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所以我们猜测径向波函数的通解形式为

R(y) = y+|m|e−y
2/2v(y),

其中要求 v(y) 在 y = 0 附近趋于零，而在 y→∞ 时 y+|m|v(y) 的总体发散性不超过

e−y
2/2。将 R(y) 代入到径向方程中得

d2v(y)
dy2

+

(
2|m|+ 1

y
− 2y

)
dv(y)
dy

+ [ϵ − 2(|m|+ 1)]v(y) = 0.

做变量替换 η = y2，则上面方程可以转化为熟悉的合流超几何方程

η
d2v
dη2

+ (|m|+ 1− η) dv
dη
−
[
2|m|+ 1

2
− ϵ
4

]
v = 0.

在 η = 0 处有正常解要求

v(η) ∼ F

( |m|+ 1
2

− ϵ
4
, |m|+ 1,η

)
.

同时要求 η→∞ 时 R(ρ) 收敛，我们必须截断多项式，即要求

|m|+ 1
2

− ϵ
4
= −nρ, nρ = 0,1,2, · · ·

这导致二维谐振子势的能量值量子化，

ϵ = 2× (2nρ + |m|
︸!!!!!︷︷!!!!!︸

N

+1) =⇒ E′ = (N + 1)h̄ωL,

其中 N = 2nρ + |m|= 0,1,2, · · ·。相应的波函数为

ψnρm(ρ,φ) ∼ eimφρ|m|e−
ρ2

2α2 F

(
−nρ, |m|+ 1,

ρ2

α2

)
, α =

√
h̄

mωL
=

√
2h̄
eB

.

从上面二维谐振子势出发，我们可以得到在磁场中运动电子的能级为

E′ = E −mh̄ωL = (2nρ + |m|+ 1)h̄ωL,

即

E = (2nρ + |m|+m
︸!!!!!!!!!!!︷︷!!!!!!!!!!!︸

N ′

+1)h̄ω = (N ′ + 1)h̄ωL.

其中

N ′ = 0,2,4, · · · , nρ = 0,1,2, · · ·

当 m > 0时，N ′ = 2nρ+2m，其简并度貌似有限 ∼N ′/2+1。但当 m ≤ 0时，N ′ = 2nρ
与 m 值无关，此时简并度是无穷大。所以我们发现均匀磁场中运动电子，电子能量

始终大于零且能级是离散的，每一个能级的简并度都是无穷大。
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带电粒子在磁场中运动

图 外磁场中带电粒子回旋运动的经典物理图像。

电子能量可以看作是电子在外磁场中感应而生的磁矩和外磁场相互作用，此相互

作用可写作是

Ĥ = −µ̂z ·B,

因为电子能量大于零（量子世界中始终存在非零的零点能），所以 Ĥ > 0 就要求电子

磁矩

µz = −(N ′ + 1)
eh̄
2m

,

始终与外磁场方向相反，这就是电子的反磁性。这种反磁性和带电粒子的电荷符号无

关，正电荷粒子也具有反磁性。当 q > 0 时，正电荷粒子的能级是

E = (2nρ + |m|−m
︸!!!!!!!!!!︷︷!!!!!!!!!!︸

N ′

+1)h̄ω = (N ′ + 1)h̄ωL,

此时只有 m < 0 磁量子数才贡献到离散能级，而 m > 0 的所有量子态的能量相等，导

致无穷大简并。总结一下：

q > 0：E = (2nρ + |m|−m+ 1)h̄ωL，仅有 m < 0 的量子数进入到能量本征值中；

q < 0：E = (2nρ+ |m|+m+ 1)h̄ωL，仅有 m > 0 的量子数进入到能量本征值中。

这两种量子行为粗看起来非常奇怪，但如果从经典物理角度出发，我们发现它们又

是非常合理的。经典物理中带电粒子在外部磁场中的运动行为是确定的；当给定外

磁场方向和粒子电荷时，带电粒子所受的洛伦兹力方向也是确定的。如图（ ）所

示，当磁场沿着 z 轴时，正电荷粒子在 x− y 平面做顺时针回旋（沿 z 轴角动量为负，

Lz < 0），而负电荷粒子则做逆时针回旋（沿 z 轴角动量为正，Lz > 0）。综上所述，仅

为 (q > 0,m < 0) 和 (q < 0,m > 0) 两种特定的量子行为才具用经典对应。注意：在量

子力学中我们求解的量子体系的空间波函数的分布，是定态问题，我们无法得到经典

物理中的运动形式。上面的讨论只是类比经典物理情况来理解。

下面我们看一下上面推导的外磁场中带电粒子的量子状态的经典对应。因为经典

物理中，带电粒子在垂直于磁场的 x − y 平面做回旋运动，没有沿径向方向的运动，
所以我们量子体系的经典对应是 nρ = 0 和 |m|→∞。此时带电粒子在 x− y 平面中出
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现的几率密度是

P(ρ) =
∣∣∣ψ0,m(ρ,φ)

∣∣∣2 ∼ ρ2|m|e−
ρ2

α2 , 其中α2 =
h̄2

µωL
和ωL =

|q|B0
2µ

.

带电粒子在空间中出现的最概然几率发生在

dP(ρ)
dρ

=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣2|m|ρ2|m|−1e

− ρ
2

α2 + ρ2|m|
(
−2ρ
α2

)
e−

ρ2

α2

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦= 0

从而得到

ρ2max = |m|α2 =
|m|h̄
µωL

|m|→∞−−−−−−−−−−−→ |Lz |
µωL

,

其中最后一步中当 |m|→∞ 时体系自由度无限多，|m|h̄ 对应于经典物理中轨道角动
量，物理体系的特征作用量 |Lz |≫ h̄。

在经典物理中，带电粒子在外磁场中运动状态由以下方程决定：

µv2

r
= F = qvB0

µv⃗ = p⃗ − qA⃗.

从第二个公式我们可得

µ(r⃗ × v⃗)z = (r⃗ × p⃗)z − q(r⃗ × A⃗)z.

因为 A⃗× (B⃗× C⃗) = (A⃗ · C⃗)B⃗− (A⃗ · B⃗)C⃗，所以有

r⃗ × 1
2
(B⃗× r⃗) = 1

2
(r⃗ · r⃗)B⃗− 1

2
(✚

✚✚❃
0

r⃗ · B⃗)r⃗ = 1
2
Br2,

我们得到

−µrv = −|Lz |−
1
2
qBr2.

由公式（ ）和（ ）可得

r2
经典

=
2|Lz |
qB

=
|Lz |
µωL

.

显然，经典物理的带电粒子运动的回旋半径和量子体系的经典近似一致。

A⃗ =
B
2
(−y,x,0)——代数解法

上面微分方程解法复杂，我们现在采用代数解法重新求解外磁场中带电粒子的运

动问题。这种解法不仅简便，而且可以更清楚地揭示无穷大简并的物理根源所在。体

系在 x − y 平面的哈密顿量算符为

Ĥxy =
1
2m

{
(p̂x +

1
2
qBy)2+ (p̂y −

1
2
qBx)2

}
.
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引入两个厄米算符

Π̂x =
p̂x +

1
2mωy√

mh̄ω
, Π̂y =

p̂y − 1
2mωx√
mh̄ω

,

其中

ω =
|q|B
m

= 2ωL.

可以将 Ĥxy 改写作

Ĥxy =
1
2
h̄ω

(
Π̂2

x + Π̂2
y

)
.

容易验证 [
Π̂x,Π̂y

]
=

1
2h̄

(
[y, p̂y ]− [p̂x,x]

)
= i.

注意到 Ĥxy 算符中 Π̂x 和 Π̂y 都是平方形式，和谐振子势的无量纲的哈密顿算符形式

完全相同，所以我们定义升降算符

â =
1√
2

(
Π̂x + iΠ̂y

)
, â† =

1√
2

(
Π̂x − iΠ̂y

)
,

它们满足如下对易关系 [
â, â†

]
= 1.

我们利用升降算符可以将哈密顿算符改写为

Ĥxy = h̄ω
(
â†â+

1
2

)
= h̄ωL(2â†â+ 1) = h̄ωL(N + 1), N = 0,2,4

此时，整个物理问题简化为一维振子，明显哈密顿算符中缺少了一个自由度。这个

“旁观”的自由度导致物理体系的能级具有无穷多的简并度。

A⃗′ = B(−y,0,0)
我们通过代数解法将哈密顿算符转化为一维简谐振子问题，但丢失的自由度是什

么？下面我们选取第二种矢势 A⃗′ 来讨论。此矢势与前面讨论过的第一种矢势仅仅相

差一个规范变换

1
2
(−By,Bx,0) = (−By,0,0) +∇f (x,y,z), f = −1

2
Bxy.

为保证薛定谔方程满足规范不变，新哈密顿算符的本征波函数要添加一个相位因子

ψ新(x,y,z) = eiqf (x,y,z)/h̄ψ旧(x,y,z).

在新矢势 A⃗′ 下体系哈密顿算符是

Ĥ =
1
2m

[
(p̂x − eBy)2+ p̂2y

]

︸!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!︷︷!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!︸
Ĥxy

+
p2z
2m

.
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因为 [
Ĥ ,pz

]
=

[
Ĥ ,px

]
= [px,pz] = 0,

我们可以选取 {Ĥ , p̂x, p̂z} 组成的力学量完全集。其波函数通解为

ψn,px,pz =
1

2πh̄
ei

pxx+pzz
h̄ ηn(y),

其中 px 和 pz 分别是动量算符 p̂x 和 p̂z 的本征值——经典的数。将通解代入到二维

的薛定谔方程中可得

1
2m

[
p̂2y + (px − eyB)2

]
ηn(y) = ϵnηn(y),

此为一维谐振子势本征方程，只不过平衡点不在原点，而是在 y0 = px/eB 处。令

s = y − y0 = y − px
eB

, ω =
|e|B
m

,

可得 (
− h̄2

2m
d2

ds2
+

1
2
mω2s2

)
ηn(s) = ϵnηn(s).

能量本征值为

ϵn =
(
n+

1
2

)
h̄ω = (2n+ 1)h̄ωL,

ϵN = (N + 1)h̄ωL, N = 2n = 0,2,4, · · ·

总能量为

En,px,pz =
p2z
2m

+ (N + 1)h̄ωL.

因为 En,px,pz 与 px 无关，px 本征值仅仅表现在谐振子平衡点位置，所以能量对于 px
是简并的，而且简并度是无穷大。这说明均匀磁场中带电粒子可以出现在无穷远处

（即非束缚态），

y0 =
px
eB
→ ±∞,

但电子能级却是离散的。通常的二维非束缚态粒子的能量是连续变化的。

简并根源

简并度无穷大的原因在于整个物理体系对于 x − y 平面没有任何限制：x 和 y 的

取值都是从 −∞ 到 +∞。这相当于假设磁场是无穷大。对于无穷大的物理系统，我们
无法定义 x−y 平面的原点位置。整个物理体系在 x−y 平面上具有平移不变性，这导
致体系具有不穷大简并。当物理体系被局域在有限大小空间时，我们可以定义物理体

系的原点位置，此时朗道能级的简并度就是有限的。例如考虑一个物理体系被局限在

一个边长为 L 的正方形箱子中，并非所有的“圆轨道”都满足边界条件，此时物理体

系的能级简并度为

Nd =
qBL2

πh̄
.
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简并度正比于面积的行为可以从相空间理解。关于各种受限物理体系的朗道能级的详

细推导请参见 所著的《 》一书。

物理应用

我们可以估算一下

ωL ≃ 176
( B
1

)
GHz , h̄ωL = 1.16× 10−4

( B
1

)
eV .

室温下电子热运动动能 T ∼ 0.03 ，所以一般室温下电子的朗道能级不显著。我们需

要在低温和强磁场情况下才可以观测到朗道能级的效应。中子星的磁场非常强，约为

108 ，是非常适合研究朗道能级的物理系统：当电子从一个朗道能级跃迁到另外一个

朗道能级时会发出硬光子射线。


	5 中心势场
	5.1 中心势场
	5.1.1 轨道角动量
	5.1.2 中心势场的一般性质

	5.2 球方势阱
	5.3 两体相互作用
	5.4 氢原子
	5.4.1 氢原子能级的代数解法

	5.5 三维简谐振子
	5.6 带电粒子在磁场中运动
	5.6.1 Zeeman效应
	5.6.2 均匀磁场中的自由电子——朗道能级



