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第 章 含时微扰论

含时微扰论处理哈密顿算符是具有时间依赖性的。设哈密顿算符为

Ĥ(t) = Ĥ0+ V̂ (t),

其中 Ĥ0 与时间无关，而 V̂ (t) 是依赖时间的微扰项。Ĥ0 的本征方程为

Ĥ0 |n⟩= En |n⟩ ,
∣∣∣n(t)

〉
= e−i

Ent
h̄ |n⟩ .

这里没有使用 E
(0)
n 来标记能量是因为 Ĥ(t) 导致体系的能量不守恒，所以讨论能量修

正没有任何意义。当 V (t) = 0 时，体系的波包是 Ĥ0 的本征函数的叠加态

∣∣∣ψ(t)
〉
=

∑

n

Cne
−i Enth̄ |n⟩ ,

其中 Cn 与时间无关。当 V (t) ! 0 时，物理体系吸收或释放能量，从而导致物理体
系将在 Ĥ0 的各个本征态 |n⟩ 之间跃迁，即从 Ĥ0 的一个本征态变为另外一个本征态。

我们下面要回答：“如果体系初始时刻处于 Ĥ0 的本征态 |i⟩，在施加微扰作用后体系
处于 Ĥ0 的另一本征态 |f

〉
的几率是多少？”

当 V (t) 显含时间时，Cn 是时间的函数，此时 t 时刻的波函数为

∣∣∣ψ(t)
〉
=

∑

n

Cn(t)e
−i Enth̄ |n⟩

这是体系波函数在 Ĥ0 表象中的表示。体系波函数满足薛定谔方程

i h̄
"
"t

∣∣∣ψ(t)
〉
= Ĥ(t)

∣∣∣ψ(t)
〉
.

将
∣∣∣ψ(t)

〉
代入上式可得

i h̄
"
"t

∑

n

Cn(t)e
−i Enth̄ |n⟩=

(
Ĥ0+ V̂ (t)

)∑

n

Cn(t)e
−i Enth̄ |n⟩

=⇒ i h̄
∑

n

Ċn(t)e
−i Enth̄ |n⟩+

∑

n

Cn(t)Ene
−i Enth̄ |n⟩

=
∑

n

Cn(t)Ene
−i Enth̄ |n⟩+ V̂ (t)

∑

n

Cn(t)e
−i Enth̄ |n⟩

=⇒ i h̄
∑

n

Ċn(t)e
−i Enth̄ |n⟩= V̂ (t)

∑

n

Cn(t)e
−i Enth̄ |n⟩ ,
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这实质上是相互作用绘景中的薛定谔方程。用 ⟨m|ei
Emt
h̄ 标积上式，

i h̄
∑

n

Ċn(t)e
i(Em−En)t

h̄ ⟨m |n⟩
︸︷︷︸
δmn

=
∑

n

〈
m
∣∣∣V̂ (t)

∣∣∣n
〉
Cn(t)e

i(Em−En)t
h̄

=⇒ i h̄Ċm(t) =
∑

n

〈
m
∣∣∣V̂ (t)

∣∣∣n
〉
Cn(t)e

i(Em−En)t
h̄

=⇒ i h̄Ċm(t) =
∑

n

Vmne
iωmntCn(t),

其中

ωmn =
Em −En

h̄
, Vmn =

〈
m
∣∣∣V̂ (t)

∣∣∣n
〉
.

将上式写作为矩阵形式

i h̄

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Ċ1

Ċ2

Ċ3
...
...

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

V11 V12eiω12t V13eiω13t · · · · · ·
V21eiω21t V22 V23eiω23t · · · · · ·
V31eiω31t V32eiω32t V33 · · · · · ·

...
...

...
...

...
...

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

C1

C2

C3
...
...

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

求解这组耦合方程就可以得到 Cn(t) 系数，也就可以得到在任意时刻发现体系处于

|n⟩ 特定状态的几率。
对于一般性的 V̂ (t)，求解上述方程是非常困难的。但当 V ≪ Ĥ0 时 Cn(t) 随时

间变化缓慢，体系仍然有很大几率停留在原来状态，此时就可以用微扰论逐级逼近来

近似求解。按照微扰论精神，设

Cm = C
(0)
m +λC

(1)
m +λ2C

(2)
m + · · · ,

代入到薛定谔方程中可得

i h̄
d
dt

C
(0)
m = 0 ,

i h̄
d
dt

C
(1)
m =

∑

n

Vmne
iωmntC

(0)
n ,

i h̄
d
dt

C
(2)
m =

∑

n

Vmne
iωmntC

(1)
n ,

...

我们关心的问题是初始时刻处于 |i⟩ 的系统在 t 时刻时系统处于 |f 〉 的几率

Cf i ≡ Cf←i =
〈
i(t = 0)

∣∣∣f (t)
〉
.
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相互作用表象和

首先考虑零阶近似（V (t) = 0），

Ċf (t) = 0.

因为系统初始时刻处于 Ĥ0 的定态 |i⟩，所以

C
(0)
f i (t) = δf i .

将 C
(0)
f i 代入到一级系数方程中

i h̄
d
dt

C
(1)
f i = Vf ie

iωf i t

=⇒ C
(1)
f i =

1
i h̄

∫ t

0
Vf i(t

′)eiωf i t′dt′.

以此类推就可以得到第 k 级近似

C
(k)
f i =

(
− i
h̄

)k ∑

n1n2···nk−1

∫ t

0
dtk

∫ tk

0
dtk−1 · · ·

∫ t2

0
dt1Vf nk−1(tk)e

iωf nk−1 tk

Vnk−1nk−2(tk−1)e
iωnk−1nk−2 tk−1 · · ·Vn1i(t1)e

iωn1i t1.

所以 t 时刻发现系统处于 |f 〉 的几率——跃迁几率——为

Pf i(t) =
∣∣∣Cf i(t)

∣∣∣2 =
∣∣∣δf i +C

(1)
f i + · · ·

∣∣∣2.

微扰论成立条件是

∣∣∣Pf i(t)
∣∣∣≪ 1.

相互作用表象和

下面我们介绍第三种绘景——相互作用绘景，并重新计算跃迁几率。到目前为止

我们介绍了薛定谔绘景和海森堡绘景。在薛定谔绘景中波函数随时间演化而算符是不

随时间变化；在海森堡绘景中波函数不随时间变化而算符随时间变化；在相互作用绘

景中波函数和算符都随时间变化。

在薛定谔绘景中，波函数随时间演化关系有时间演化算符决定

∣∣∣ψ(t)
〉
= Û(t, t0)

∣∣∣ψ(t0)
〉
= e−i

Ĥ(t−t0)
h̄

∣∣∣ψ(t0)
〉
,

其中时间演化算符是线性幺正算符，满足

Û†(t, t0)Û(t, t0) = Î , Û(t, t) = Î , Û(t1, t2)Û(t2, t3) = Û(t1, t3).
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在海森堡绘景中

∣∣∣ψ(t)
〉
H
= Û†(t)

∣∣∣ψ(t)
〉
S
=

∣∣∣φ(0)
〉
S
= ei

Ĥt
h̄

∣∣∣ψ(t)
〉
S
,

满足

d
∣∣∣ψ(t)

〉
H

dt
= 0.

力学量算符是

ÂH(t) = Û†(t)ÂÛ(t) = ei
Ĥt
h̄ Âe−i

Ĥt
h̄ ,

算符随时间演化关系满足海森堡运动方程

dÂH

dt
=

1
i h̄

[
ÂH ,Ĥ

]
.

在薛定谔绘景和海森堡绘景中力学量算符平均值相等

〈
ψ(t)

∣∣∣Â
∣∣∣ψ(t)

〉
S

=

〈
ψ(0)

∣∣∣ei
Ĥt
h̄ Âe−i

Ĥt
h̄
∣∣∣
∣∣∣ψ(0)

〉
〉

=
〈
ψ(0)

∣∣∣ÂH

∣∣∣ψ(0)
〉
H
.

相互作用绘景（ ）又名狄拉克绘景，主要用于描述哈密顿算符

是随时间变化的物理体系。令

Ĥ = Ĥ0+ V̂ (t),

其中 Ĥ0 与时间无关，而 V̂ (t) 依赖于时间。在相互作用绘景中波函数定义为

∣∣∣ψ(t)
〉
I
= ei

Ĥ0t
h̄

∣∣∣ψ(t)
〉
S
,

当 t = 0 时
∣∣∣ψ(0)

〉
I
=

∣∣∣ψ(0)
〉
S
=

∣∣∣ψ(0)
〉
H
.

下面我们推导相互作用绘景中波函数随时间演化关系。因为

i h̄
d
dt

∣∣∣ψ(t)
〉
I

= −Ĥ0e
i
Ĥ0t
h̄

∣∣∣ψ(t)
〉
S
+ ei

Ĥ0t
h̄

(
i h̄

d
dt

∣∣∣ψ(t)
〉
S

)

= −Ĥ0
∣∣∣ψ(t)

〉
I
+ ei

Ĥ0t
h̄ Ĥ

∣∣∣ψ(t)
〉
S

= −Ĥ0
∣∣∣ψ(t)

〉
I
+ ei

Ĥ0t
h̄ (Ĥ0+ V̂ )

∣∣∣ψ(t)
〉
S

= −Ĥ0
∣∣∣ψ(t)

〉
I
+ Ĥ0 e

i
Ĥ0t
h̄

∣∣∣ψ(t)
〉
S︸!!!!!!!!!︷︷!!!!!!!!!︸

|ψ(t)⟩I

+ ei
Ĥ0t
h̄ V̂ (t)e−i

Ĥ0t
h̄

︸!!!!!!!!!!!!!!︷︷!!!!!!!!!!!!!!︸
V̂I (t)

ei
Ĥ0t
h̄

∣∣∣ψ(t)
〉
S︸!!!!!!!!!︷︷!!!!!!!!!︸

|ψ(t)⟩I
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相互作用表象和

所以我们得到相互作用绘景中的薛定谔方程

i h̄
d
dt

∣∣∣ψ(t)
〉
I

= V̂I (t)
∣∣∣ψ(t)

〉
I
,

V̂I (t) = ei
Ĥ0t
h̄ V̂ (t)e−i

Ĥ0t
h̄ ,

态矢量
∣∣∣ψ(t)

〉
I
随时间变化行为完全由 V̂I 决定。相互作用绘景中算符定义为

ÂI = ei
Ĥ0t
h̄ Âe−i

Ĥ0t
h̄ ,

满足如下的运动方程

d
dt

ÂI (t) =
1
i h̄

[
ÂI (t),Ĥ0

]
.

表格（ ）总结了三种绘景的不同之处。

表 薛定谔绘景、海森堡绘景和相互作用绘景比较

态矢量 算符

薛定谔绘景 演化由 Ĥ 决定 没有变化

海森堡绘景 没有变化 演化由 Ĥ 决定

相互作用绘景 演化由 V̂I 决定 演化由 Ĥ0

相互作用绘景中波函数随时间演化的性质也是由时间演化算符描述。在薛定谔绘

景中

∣∣∣ψ(t)
〉
S
= Û(t, ti)

∣∣∣ψ(ti)
〉
S
,

相互作用绘景中

∣∣∣ψ(t)
〉
I

= ei
Ĥ0t
h̄

∣∣∣ψ(t)
〉
S
= ei

Ĥ0t
h̄ Û(t, ti)

∣∣∣ψ(ti)
〉
S

= ei
Ĥ0t
h̄ Û(t, ti)e

−i Ĥ0ti
h̄

︸!!!!!!!!!!!!!!!!!!︷︷!!!!!!!!!!!!!!!!!!︸
ÛI (t,ti )

ei
Ĥ0ti
h̄

∣∣∣ψ(ti)
〉
S︸!!!!!!!!!!!︷︷!!!!!!!!!!!︸

|ψ(ti )⟩I

,

即

∣∣∣ψ(t)
〉
I
= ÛI (t, ti)

∣∣∣ψ(ti)
〉
I
,

将之代入到相互作用绘景中的薛定谔方程中可得

i h̄
d
dt

ÛI (t, ti) = V̂I (t)ÛI (t, ti).
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从中可得如下的积分方程

ÛI (t, ti) = 1− i
h̄

∫ t

ti

V̂I (t
′)ÛI (t

′, ti)dt′.

当 V̂I 足够微弱时，我们可用微扰展开方法逐级求解此积分方程的近似解。首先考虑

第一级近似，

Û(t′, ti) = 1,

可得

Û (1)(t, ti) = 1− i
h̄

∫ t

ti

V̂i(t
′)dt′.

将 Û (1)(t′, ti) 代入到积分方程右方可得二级近似

Û (2)(t, ti) = − i
h̄

∫ t

ti

dt2V̂I (t2, ti)U
(1)
I (t2, ti)

=
(
− i
h̄

)2∫ t

ti

dt2V̂I (t2)
∫ t2

ti

dt1V̂I (t1).

以此类推可得著名的 Dyson Series ：

ÛI (t, ti) = 1− i
h̄

∫ t

ti

V̂I (t
′)dt′

+
(
− i
h̄

)2∫ t

ti

V̂I (t1)dt1

∫ t1

ti

V̂I (t2)dt2

+ · · ·
+

(
− i
h̄

)n∫ t

ti

V̂I (t1)dt1

∫ t1

ti

V̂I (t2)dt2 · · ·
∫ tn−1

ti

V̂I (tn)dtn

+ · · ·

!
戴森（ ）早年在剑桥大学追随著名的数学家 哈代研究数学，

年获得数学系的学士学位后，于 年到美国康奈尔大学跟随汉斯·贝特和理查德·

费曼学习。他证明了施温格和朝永振一郎发展的变分法方法和费曼的路径积分法的等

价性，为量子电动力学的建立做出了决定性的贡献。 年戴森提出 ，

这一工作启发 研究并提出 等式。

戴森没有博士学位，但由于他的杰出贡献，康奈尔大学于 年聘请戴森为

物理学教授。这在今天是难以想象的。戴森获得很多荣誉学位，其中包括
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跃迁几率

。

跃迁几率

在微扰 V̂ (t) 作用下，体系从初始时刻状态 |i⟩ 跃迁到末态 |f 〉 的概率是

Pi→f (t) =
∣∣∣∣
〈
f
∣∣∣ÛS(t, ti)

∣∣∣i
〉∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣∣∣

〈
f
∣∣∣e−i

Ĥ0t
h̄ ei

Ĥ0t
h̄ ÛS(t, ti)e

−i Ĥ0ti
h̄ ei

Ĥ0ti
h̄

∣∣∣i
〉∣∣∣∣∣∣

2

=

∣∣∣∣∣∣e
−i

Ef t
h̄

∣∣∣∣∣∣

2 ∣∣∣∣∣e
i
Ei ti
h̄

∣∣∣∣∣
2 ∣∣∣∣
〈
f
∣∣∣ÛI (t, ti)

∣∣∣i
〉∣∣∣∣
2

=
∣∣∣∣
〈
f
∣∣∣ÛI (t, ti)

∣∣∣i
〉∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣∣∣
〈
f |i⟩ − i

h̄

∫ t

0

〈
f
∣∣∣V̂I (t

′)
∣∣∣i
〉
dt′

+
(
− i
h̄

)2∑

n

∫ t

ti

〈
f
∣∣∣V̂I (t1)

∣∣∣n
〉
dt1

∫ t1

ti

〈
n
∣∣∣V̂I (t2)

∣∣∣i
〉
dt2+ · · ·

∣∣∣∣∣∣∣

2

=

∣∣∣∣∣∣δf i −
i
h̄

∫ t

0
eiωf i t′Vf i(t

′)dt′

+
(
− i
h̄

)2∑

n

∫ t

ti

eiωf nt1Vf n(t1)dt1

∫ t1

ti

eiωni t2Vni(t2)dt2+ · · ·
∣∣∣∣∣∣∣

2

,

其中

〈
f
∣∣∣V̂I (t

′)
∣∣∣i
〉
=

〈
f
∣∣∣ei

Ĥ0t′
h̄ V̂ e−i

Ĥ0t′
h̄

∣∣∣i
〉
=

〈
f
∣∣∣V̂ (t′)

∣∣∣i
〉
ei

Ef −Ei
h̄ t′ ≡

〈
f
∣∣∣V̂ (t′)

∣∣∣i
〉
eiωf i t′ .

按照微扰展开级数我们得到如下的跃迁几率

C
(0)
f i = δf i ,
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C
(1)
f i = − i

h̄

∫ t

0

〈
f
∣∣∣V̂ (t′)

∣∣∣i
〉
eiωf i t′dt′,

...

原则上 可以计算到任意级修正，然而随着微扰级数增加，需要计算的微

扰展开项的数目增长很快，所以无法计所有级的贡献。通常情况下，一级微扰修正已

经可以很好地描述实验结果。如果实验精度非常高，那么我们还需要计算更高级的微

扰修正。

因为跃迁几率是

Pi→f (t) =
∣∣∣∣C

(0)
f i +λC

(1)
f i +λ2C

(2)
f i + · · ·

∣∣∣∣
2
,

其中我们用无量纲常数 λ 来标记展开级数。注意：跃迁几率是不同跃迁振幅叠加所

得之和的平方，在同一级微扰展开所得到的不同跃迁振幅（或路径）之间通常存在着

干涉效应，会产生增强或减弱的跃迁几率。当跃迁初末态之间不同时，即 i ! f，跃迁
几率是

Pi→f (t) =
∣∣∣∣C

(1)
f i

∣∣∣∣
2
+O(λ3)

即跃迁初末态不同时，虽然跃迁振幅可以有一级微扰修正，但跃迁几率却是二级修

正。在 t 时刻体系仍然保持初始时刻状态的几率是

Pi→i(t) = 1−λ2
∑

i!f

∣∣∣∣C
(1)
f i

∣∣∣∣
2
+O(λ3).

常微扰和周期微扰

在各种微扰中，常微扰和周期微扰是两个非常重要的例子，有许多物理问题都可

以简化为这两种微扰模型，下面我们详细讨论这两种模型中跃迁几率和相应的物理应

用。

常微扰

首先考虑常微扰模型，在 t = 0 时刻对体系施加一个不随时间变化的微扰作用

V̂。前面计算给出初态 |i⟩ 到不同末态 |f 〉 的跃迁几率是

Pi→f (t) =
1
h̄2

∣∣∣∣∣∣
〈
f
∣∣∣V̂

∣∣∣i
〉∫ t

0
eiωf i t′dt′

∣∣∣∣∣∣

2

=
1
h̄2

∣∣∣∣
〈
f
∣∣∣V̂

∣∣∣i
〉∣∣∣∣
2
∣∣∣∣∣∣
eiωf i t − 1
ωf i

∣∣∣∣∣∣

2

.

因为 |eiθ − 1|2 = 4sin2(θ/2)，所以

Pi→f (t) =
4
∣∣∣∣
〈
f
∣∣∣V̂

∣∣∣i
〉∣∣∣∣
2

h̄2ω2
f i

sin2
(
ωf i t

2

)
≡
4|Vf i |2

h̄2ω2
f i

sin2
(
ωf i t

2

)
.
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图 当 t 给定时 4sin2(ωt/2)/ω2 和 ω 的依赖关系，其中 ω = (Ef −Ei)/h̄ 并且
假设跃迁末态是连续的。（图形来自 所著的《 》）。

微扰论成立的条件要求

Pi→f ≪ 1 或 |Vf i |2≪ ∆E ≡ |Ef −Ei |.

可以看出，到不同末态的微扰引起的跃迁矩阵元的贡献被跃迁出初末态的能级差压

低，所以跃迁到相差较远能级的几率通常要小。然而当 t→ 0 时，跃迁几率和跃迁起

始状态（ωf i）无关，

lim
t→0

Pi→f (t) =
|Vf i |2

h̄2
t2

即体系从初始状态可以跃迁到满足 Vf i ! 0 的所有末态，并且到每一个末态的概率仅
和微扰作用导致的跃迁矩阵元 Vf i 有关。这里我们假设末态没有简并。但我们知道，

一个小微扰不可能在短时间内使得系统从初态跃迁到能量相差非常悬殊的末态中，那

么我们应该如何理解上式哪？

图（ ）显示，当 t 给定时，函数

f (ωf i) ≡
sin2

(ωf i t
2

)

ω2
f i

随 ωf i 的变化规律（图中实线）。当 t 有限时初态到末态的跃迁主要是发生在 ωf i ∼ 0

附近，即初末态能量接近的能级之间跃迁几率较大；能级相差越大，跃迁几率越小。

两能级之间的振荡效应导致 ωf i t ≃ nπ 时跃迁几率为零。因为正弦函数的贡献小于分

母中能量差的贡献，所以跃迁几率的性质由能级差（图中虚线）主导。

随着时间增加，最高峰变得越来越陡峭（狭窄）。利用

lim
t→∞

sin2 yt
πy2t

= δ(y),
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可得 t→∞ 极限下
1

(
ωf i/2

)2 sin
2
(ωf i

2
t
)
= 2πth̄δ

(
h̄ωf i

)
= 2πth̄δ

(
Ef −Ei

)
,

其中用到

δ
(ωf i

2

)
= δ

(
h̄ωf i

2h̄

)
= 2h̄δ

(
h̄ωf i

)
.

故而，当微扰作用时间足够长，远大于体系两能级之间的特征时间时，ωf i t≫ 1，跃

迁几率为

Pi→f (t) =
2πt
h̄
|Vf i |2δ

(
Ef −Ei

)
.

此时跃迁仅仅发生在能量相等的两个能级之间。因为 函数只在其变量连续时才

有意义，这就意味着上式适用于连续的跃迁末态情形。

在初级近似下体系处于初始状态的几率为

Pi→i(t) ≈ 1−Wi→f t , Wi→f =
2π
h̄

∑

f !i

|Vf i |2ρ(Ei).

我们发现体系跃迁到与初态不同的末态的几率随时间线性增长，即便跃迁速率非常

小，可以满足微扰论要求，但随着时间增加最终会导致 Pi→f 大于 。所以，常微扰

公式的适用条件是微扰时间不能太长。

如果我们坚持适用一阶含时微扰计算长时间跃迁效应，我们就必然会得到

Pi→f > 1，那么如何理解这一奇怪结论？是否这一结论就一定是错呢？注意：在一级

近似中，我们令 C
(0)
ii = 1。如果我们使用一阶微扰公式计算极长时间的跃迁效应，我

们必须假设这个零级初始条件在微扰作用的长时间过程中时时刻刻都成立。这相当于

假设物理系统并不是封闭的，外部有一个粒子源不断为物理系统提供处于 |i⟩ 状态的
粒子，使得物理系统处于 |i⟩ 态的粒子数目不减少。当 |i⟩ 态粒子以确定跃迁速度不断
地向末态 |f 〉 跃迁时，这就必然导致末态粒子数目随时间增大而无限制地增多，也即
Pi→f > 1。

如果整个物理系统式封闭的，那么上述的跃迁速率公式仅仅适用于短时间，因为

上述公式仅仅是一级近似，精确解没有这样的问题。任何时候当我们遇到一个几率以

常速度衰减时，该几率的长时间应为应该是指数衰减。设初态中有 N 个粒子处于 |i⟩
态，在 t 时刻由于跃迁而减少的粒子数为

dN (t) = −N (t)Wi→f dt,

从中可得

N (t) = N (0)e−Wi→f t .
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常微扰的时间尺度

周期微扰

现在考虑对物理系统施加一个频率为 ω 的周期性微扰，

V̂ (t) = v̂eiωt + v̂†e−iωt ,

其中 v̂ 与时间无关。将周期微扰势 V̂ (t) 代入到跃迁几率公式（ ）中可得一级

近似下的跃迁几率是

Pi→f (t) =

∣∣∣∣∣∣−
i
h̄

∫ t

0

〈
f
∣∣∣V̂ (t′)

∣∣∣i
〉
eiωf i t′dt′

∣∣∣∣∣∣

2

=
1
h̄2

∣∣∣∣∣∣
〈
f
∣∣∣v̂
∣∣∣i
〉∫ t

0
ei(ωf i+ω)t′dt′ +

〈
f
∣∣∣v̂†

∣∣∣i
〉∫ t

0
ei(ωf i−ω)t′dt′

∣∣∣∣∣∣

2

.

定义 vf i =
〈
f
∣∣∣v̂
∣∣∣i
〉
和 v∗f i =

〈
f
∣∣∣v̂†

∣∣∣i
〉
，对上式中时间演化部分积分可得跃迁振幅为

−2i
h̄

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣vf ie

−i
(ω+ωi+ωf )t

2
sin

(ω+ωf i
2 t

)

ω+ωf i
+ v∗f ie

i
(ω−ωi−ωf )t

2
sin

(ω−ωf i
2 t

)

ω −ωf i

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

其中指数函数中频率因子来自于相互作用绘景和薛定谔绘景中时间演化算符之间的

转化关系。设 ω > 0，但 ωf i 既可以大于 ，也可以小于 ，取决于跃迁初末态的能

量高低。当 ω ≈ |ωf i | 时，

ω − |ωf i |≪ ω+ |ωf i |,

所以在共振区域（ω ≈ |ωf i |）附近，跃迁振幅中两项的微扰贡献的大小比值约为

ω − |ωf i |
ω+ |ωf i |

≈
ω − |ωf i |
2|ωf i |

.

所以两项之间的干涉效应非常微弱。以可见光为例，ω ∼ 1015秒−1，∆ = ω −ωf i ∼
107秒−1，所以远离共振区域的贡献和共振区域贡献的比值约为 10−8。

忽略干涉项，周期势场微扰引起的跃迁几率为

Pi→f (t) =
1
h̄2
|vf i |2

∣∣∣∣∣∣
ei(ωf i+ω)t − 1
ωf i +ω

∣∣∣∣∣∣

2

+
1
h̄2
|v∗f i |2

∣∣∣∣∣∣
ei(ωf i−ω)t − 1
ωf i −ω

∣∣∣∣∣∣

2

=
4
h̄2

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣|vf i |

2
sin2

(ωf i+ω
2 t

)

(ωf i +ω)2
+ |v∗f i |2

sin2
(ωf i−ω

2 t
)

(ωf i −ω)2

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

上面跃迁几率在 ωf i = ±ω 处有极值

Pi→f =
t2

4h̄2

∣∣∣∣
〈
f
∣∣∣v̂
∣∣∣i
〉∣∣∣∣
2

ωf i=−ω
,



曹
庆
宏

讲
义
草
稿

请
勿
传
播

第 章 含时微扰论

Pi→f =
t2

4h̄2

∣∣∣∣
〈
f
∣∣∣v̂†

∣∣∣i
〉∣∣∣∣
2

ωf i=ω
.

我们称这种跃迁几率在 ω ∼ ±|ωf i | 附近的增强为“共振增强”。当微扰作用时间非常
长时，跃迁几率和常微扰情况非常类似，

Pi→f (t) =
2π
h̄

∣∣∣∣
〈
f
∣∣∣v̂
∣∣∣i
〉∣∣∣∣
2
δ(Ef −Ei + h̄ω)+

2π
h̄

∣∣∣∣
〈
f
∣∣∣v̂†

∣∣∣i
〉∣∣∣∣
2
δ(Ef −Ei − h̄ω).

这里的 函数保证量子跃迁过程遵守能量守恒定律。

绝热近似和突然近似

到目前为止，我们讨论了物理系统在依赖时间的微扰作用所下在不同初末态之间

的量子跃迁，但我们没有讨论如何将微扰作用施加到物理体系上。下面我们讨论对物

理体系施加微扰作用的快慢对原物理体系的影响。我们考虑两种特殊情况——绝热近

似和突然近似。

绝热近似

绝热近似适用于体系的哈密顿算符非常缓慢地随时间变化。注意：绝热近似并不

要求物理体系的哈密顿算符可以分为未受微扰的主体部分 Ĥ0 和微弱的含时微扰作用

V̂ (t)。换言之，绝热近似和微扰论是完全独立的。 年 和 发表文章首

次讨论量子物理中的绝热近似 。由于哈密顿算符随时间变化异常缓慢，在每一时刻

体系都是含时哈密顿算符（Ĥ(t)）的定态解（En(t) 和 ψn(t)），并且会连续平滑地转

变为后一时刻 Ĥ(t′) 的本征态。此时量子体系并不发生跃迁。

如果体系在初始时刻处于 Ĥ0 的第 n 个本征态。当 Ĥ(t) 随时间缓慢变化到 t′

时刻，体系处于新哈密顿算符 Ĥ(t′) 的第 n 个本征态。

绝热定理

♣

下面以非常缓慢变化的微扰作用为例来讨论绝热近似，但需要强调的一点是，绝

热理论并不依赖于微扰论是否成立，它也使用于非微扰情况。设物理体系含时哈密顿

算符为

Ĥ(t) = Ĥ0+ V̂ (t),

其中 V̂ (t) 是非常缓慢地施加到物理体系上。考虑在 t = 0 时刻施加 V̂ (t)，在 t 时刻

去除。在 0 ≤ t′ ≤ t 过程中 V̂ (t′) 变化缓慢，从而导致

"
"t′

〈
f
∣∣∣V̂ (t′)

∣∣∣i
〉
≈常数.
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利用关系式

eiωf i t =
1

iωf i

"
"t

eiωf i t ,

我们可以将跃迁振幅写作如下形式

− i
h̄

∫ t

0

〈
f
∣∣∣V̂ (t′)

∣∣∣i
〉
eiωf i t′dt′

= − 1
h̄ωf i

∫ t

0

〈
f
∣∣∣V̂ (t′)

∣∣∣i
〉( "
"t

eiωf i t′
)
dt′

= − 1
h̄ωf i

〈
f
∣∣∣V̂ (t′)

∣∣∣i
〉
eiωf i t′

∣∣∣∣∣∣∣

t

0

+
1

h̄ωf i

∫ t

0
eiωf i t′

(
"
"t′

〈
f
∣∣∣V̂ (t′)

∣∣∣i
〉)
dt′

=
1

h̄ωf i

∫ t

0
eiωf i t′

(
"
"t′

〈
f
∣∣∣V̂ (t′)

∣∣∣i
〉)
dt′.

利用绝热近似条件（ ）可得跃迁几率为

Pi→f (t) =
1

h̄2ω2
f i

∣∣∣∣∣∣

∫ t

0
eiωf i t′

(
"
"t′

〈
f
∣∣∣V̂ (t′)

∣∣∣i
〉)
dt′

∣∣∣∣∣∣

2

≈ 1
h̄2ω2

f i

∣∣∣∣∣
"
"t

〈
f
∣∣∣V̂ (t)

∣∣∣i
〉∣∣∣∣∣
2
×
∣∣∣∣∣∣

∫ t

0
eiωf i t′dt′

∣∣∣∣∣∣

2

=
4

h̄2ω2
f i

∣∣∣∣∣
"
"t

〈
f
∣∣∣V̂ (t)

∣∣∣i
〉∣∣∣∣∣
2
sin2

(
ωf i t

2

)
.

这个近似适用条件是

∣∣∣∣∣∣∣

"
"t

〈
f
∣∣∣V̂ (t)

∣∣∣i
〉

h̄ωf i

∣∣∣∣∣∣∣

2

≪ |ωf i |=
∣∣∣∣∣∣
Ef (t)−Ei(t)

h̄

∣∣∣∣∣∣ ,

即哈密顿算符 Ĥ(t) 的相对变化率远远小于物理体系的特征频率。

我们注意到：

"
〈
f
∣∣∣V̂ (t)

∣∣∣i
〉

"t
→ 0 =⇒ Pi→f → 0,

这说明缓慢地施加和移除微扰作用并不会引起物理体系发生量子跃迁，系统始终停留

在第 i 个本征态上，即

t = 0 t时刻

Ĥ0
绝热施加V̂ (t)−−−−−−−−−−−−−−−−−→ Ĥ(t) = Ĥ0+ V̂ (t)

∣∣∣ψi(0)
〉 ∣∣∣ψn(t)

〉

E
(0)
n En(t)
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突然近似

顾名思义，突然近似是指突然将与时间无关的哈密顿算符 Ĥ0 替换成另外一个

Ĥ ′0。突然是指替换哈密顿算符的时间远小于量子体系的任何特征时间尺度。这种情况

实质上和微扰论没有任何关系了。如果替换哈密顿算符前量子体系处于 Ĥ0 的本征态

|n⟩，因为替换操作非常迅速，所以替换哈密顿算符之后，态矢量没有时间发生变化。
我们只需要将 |n⟩ 按照新哈密顿算符 Ĥ ′ 的本征态展开就可了，

|n⟩=
∑

n′

∣∣∣n′
〉〈
n′ |n⟩ .

我们在一维量子问题中已经解决类似的问题。这听起来比较平庸。但这一类问题的复

杂的地方是确保变化哈密顿算符的时间要足够短。我们需要估计哈密顿算符变化所需

的时间长短，态矢量 |n⟩ 的变化周期以及它变化到相邻各态的跃迁时间等等。
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