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因式分解法与形状不变势

刘登云

物理系

摘奥 本文表明尽管在术语和思想方法上完全不同
,

但任何一个 线性厄密 算符的因式

分解法与应用于量子力学的超对称技巧在本质上是等价的
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引言
对于用升

、

降算符求解一维谐振子的能量本征值的方法
,

多数非相对论量子力学教科

书中已有描述
。

事实上
,

除了一维谐振子外
,

这种方法可以推广应用于角动量
、

维各向同

性谐振子
、

维氢原子
、

莫尔斯 振子等问题 川
。

如借助于超对称和形状不变势概

念
,

这种方法还可以进一步推广应用于物理上感兴趣的所有形状不变势川
。

本文 目的在于阐明在求解形状不变势的能量本征值问题时
,

因式分解法与超对称技

巧的等价性
。

因式分解法

我们通常把用升
、

降算符求解线性谐振子的本征值问题的方法 归结为由坐标表象向

粒子占有数表象的过渡
。

按其实质来讲就是将坐标表象的哈密顿算符 厅 戈
,

户, 劝 用粒子

数算符夕 亏亏表示
,

即用升
、

降算符 亏和 亏表示
,

写成 分 亏
十 ,

亏
。

我们可以把这种方法推

广到对于任何一个给定的力学量算符 户 戈
,

户 劝
,

将 户用升
、

降算符来表示 假定 户 具有

分立本征值谱 的本征值方程为

户劝 取
,

总可以构造出与 户相关的升
,

降算符 亏和 亏

云
告

一俘
,

六一

屯
一口

。

丫 了

一般情况可取 口旬 了万
一

户 为反厄密算符图 叔 幻 个为厄密算杯
,

云的

形式依赖于具体的势场 或有效势 而定 然后化方程 为一对配偶方程闭

亏亏 叭
’ 、

亏亏咖 一已一 , ’
吐、

,

这里利用了升
、

降算符的性质

亏呜、 二 中 , ,

亏护 二
卜

了劝
一 , 。

峨

设 有下界和上界
, ”

一
,



则
。

 

最终可依据一组一致性条件 卿
‘ “

一
‘ ’

‘ , 、 一 ,

妻

从
一

已一 ,

‘
, 。

及
,
一

‘ ‘

来确定 户的本征值谱
。

其中 仅 和 。‘

分别为厄密算符 应和 几的本征值

翻 毛亏
,

亏
,

北 亏
,

亏〕 〔户
,

云
。

容易证 明
,

协 也是 泞和 几的共同本征函数

夕冲 仅叻、
,

月护 砂
。

以线性谐振子为例
,

一要、 , 薛定愕方程的无理纲形式为
、 一

,
’

一
’

口 刀卜 ‘ ”
”

、 一 ’ 尸一 一 刀
’

山 卜

一
门 产

护 ‘、 ‘ 砂

一认十梦 冲 妇 任冲动
,

心
名

”
‘ ’ 、 ’ ‘

、
、 ,

, ·

一 瓜其中 右二。
, 。 、

竿
,

任 笋
。

’

、 加
·

取 舀 了万雪

化 为配偶方程 的形式
,

并得到
‘

一 任
‘ , , 、 ,

任
, , 。

将 代入 一
‘

给出 筑 任
,

和 习。 。

利用 。 得相邻二能级间隔 及十 , 一

动
。

通过迭代得 二 一 ·

合
。

。

能量本征函数的计算
。

由 神
。

动 得

中
。

右 一 一 ‘ , , 。

然后
,

依次以升算符 示作用
,

可得所需的本征函数 讥 动 亏
·

劝
。

动
。

利 用 亏中仗
一 。产‘,

‘
一

“, ‘, 中烤

,

‘

、户‘、产衬以
矛碑、
‘

了、

。 、
一 ·

警共
· 一 产一

一

‘,

‘
,

而 ”
·

‘。, 一 ‘
一

‘, 一产‘

晶
,

·

“
,

‘为归一‘匕因子
。

由此可以看出
,

因式分解法的关键在于适当

白勺选取 久
。

如前所述
,

因式分解法在一些初等量子力学所研究的简单势模型的本征值问题 的求

解上获得成功
,

然而在一个极为简单的精确可解势模型上却遇到了麻烦
。

即对于束缚在一

维无限深势阱 、 一
于

气

公 ,
x

< 0 )

( 0 蕊x
成L )

(21)

内质量为 1n 的粒子的能量本征值问题
,

当我们应用因式分解法时
,

面临着如何选取 舀(: )

的困难
。

人们必然会提出这样的问题
:
对于哪些势场因式分解法可以应用? 而哪些势场不

能应用?

2 超对称量子力学
, _

_

.

_ _

,
, _

_
_ 、

_

_ ,

一一_ _
_
、

护 d 2
. __ , 、 , 。 。 、

如对可解势 V (x)
,

有哈密顿算符 厅= 一令盗污+ v (x)
,

( 2 2 )
, 。

‘ ’
J ‘ ’

盯 , J
一

” 一
”

’J “

“
” 一

’J
一 2 召d

zx z
’
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设其基态能值为E 。,

基态波函数为咖
.
则有 户一和= 0

其中“

一器
+v一 ‘·

, ( , ‘
· ,

,
V 一 ‘·, 一v ‘· ,

一

E 二

(2 3 )

( 2 4 b )

由(23)和(24)得 v一
(
:
) =

掩,

沁
ZP 六

(25 )

止2

外= 奋
护

。。

利用(25) 可将(2刁。

) 因式分解为如下形式 泞一 = 之+几 (26 )

而

其中

‘ 一

六晶
+W‘·

,
,

,
念晶

+W‘·
,

,

“
·
, “基态波函数表示 w 帕一念会一念套

场
y0)

(27 )

(28
a
)

反过来
,

和= exp
{
-

w (:)被称为超势
.
迈 {

万
‘

w (

x

) 。
}

显然 护。
满足

‘

娜
。

= 0

,

元具有降算符的性质
。

波函数 “
·’

,

“ ”‘·
,
一念

“

刹等)
和 ““ (·

,
一念器(‘。‘(

·
, ’

。

( 2 8 b
)

由(27)和(25)
,

对任何一个

(29a)

(29b)

一 ~ 一
, 。 . 、 、

, 八 。 : 上 耘 d 2
. _ .

相胜了以。) 记 汀 + = 朋
一

= 一丽奋十v + ‘公 )
。

( 3 0 )

一 ~ _。 , 、 _ _ , 、

五Z d , 洲
。 、

这里 V + (:)= v一(
:
) 一斗于样产) ,

( 3 1 )

一一
了 、 一 ‘ - 一

‘
产d 劣 、

和
’

v
十

(
:

) 和 v一(
:

)被称为超对称配偶势[sJ
.

户十和 主被称为超对称哈密顿、超对称量子力学

可以由这一对哈密顿来描述
。

引入超对称荷 Q 和 口+[ 叼

1 0 0 \ / 0 几+ \
口= {

, _

卜 口+ = (
_ _

}
·

(
3 2

)

\

A
O

/

一

\
0 0

/

可将超对称哈密顿表为

l分一 0

。 , 一 ‘“
,

“+ ’一
(

。
,

厅+ (33 )

并且存在如下对易关系

〔H ,
,

Q
]

= 〔H ,
,

口+
〕= 0 。

( 3 组)

设 杯
一 ’ 和 叭‘+ ’

分别记配偶哈密顿 分一和 对+
具有本征值 凡‘一 ’和 斑十 ’

的本征函数
,

:
=

0

,

1

,

2

,

⋯⋯记波函数的节点的数目
。

那么(34 )的前一个对易关系给出

R + (又护
.‘一 ,

) 一玛二 ,
( 韧

一 ,
) ( 3 5 )

后一个给出 R 一以
+袱+ ,

) = 玛+ ,
( 几+

祝
+ ,

) ( 3 6 )

近似到 h 的一阶的超对称 w KB 量子化条件川表呱除了 成一 ’
~ 0 外

,

泞+
与户一有相同的束

缚态能谱 厌封= 厌+) , 。
= O

,

l
,

2

, ·”
( 3 7 )

将(37)分别与(35)和 (36)结合
,

得 杯
+,

= ( 川习)一 , j Z

神拉2 (3a)

和 叫不2= (厌+ ,
)

一 ,
/

,

月+衫
+ , ,

( 3 9 )

( 3 7
) 一 (39) 表明

,

( 2 7
) 定义的 月和 月+

把配偶哈密顿 泞一和 泞+
具有相同能级的态联系起

来
,

这是一种横向联系
;
而因式分解法中升

、

降算符 亏
+和 亏把同一哈密顿的不同能级的态

联系起来
,

是一种纵向联系
。
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按照 D ar bo xl :
定理 LaJ

,

对一维哈密顿
,

若 冲是薛定谬方程

。
.

, 、 ,

一价 d 2
. __ 、

,
‘

, 、
_

.
, 、

材冲(z ) = L
.
二

~一 .

了; 十V 又: ) J冲(z ) = 省中. )
‘月 O 工-

的一般解
,

E 是任意参量
,

而 必(
:
)是相应于参量 E 的特定值任的一个特解

,

那么

矛= 必
d ,

护
、

下- 、.; 丁声

U 劣 甲

是方程

的一般解
。

万辛= E矛
,

E 护 e

其中 ”
一器

+幸‘·
, “3·,

幸(:) = v (:)一
h,

d
Z

召d 公2 ( L n 必)

\

( 4 0 )

( 4 } )

( 4 2 )

( 4 3 b )

如果取 必= 和 是方程 (峨0) 的基态波函数
,

任~ E0 是基态能
,

则在新的哈密顿 刀的本征值

谱中
,

原基态能 E = E0 = e 被抹掉了
。

上面所看到的户
*
相对于 户一

正是这种情况
。

3 形状不变势
现在

,

我们把注意力集中到 (31 )( 或(43b) )右侧第二项上
,

考虑新势 v +(
:)与旧势 v -

(:)的关系 v + (:)一 v 一
(
:

) = 一

甲

竺且(些)
_

产 d x
一

劝。
”

对于线性谐振子
,

该式右方等于常数(加);

而对于束缚于一限深势阱内的质量为 群 的粒子
,

该式右方等于

.‘ .
_

, ,

心
、

万两玉s , n 一
气了少 ( 4 5 )

它表明新势 v +“ , 一 ‘’

/ 8 ‘[2
5‘n 一 ’

(竿
, 一 ‘j与 ,日势 V 一

(
z , 一 v (‘

, 一”’

/ 8 衅 形状不同
。

我

们感兴趣于新旧势形状相似的情况
,

把每个形状相似仅参量不同的势称为形状不变势川
。

更准确地说
,

如果 V一 (x
;久。

) 是任一个势
,

那么它的配偶势 V+ (x , 久。
) 必须满足这个要求

V + (:;久。
) = V 一

(
x ;久:

)十R (久
:
)

,

( 4 6 )

这里 抽 是一组参量
,

久,

是 久。

的函数 久;
一f 。

。

)

,

余项 R( 久,
) 是与

:
无关的常数

。

熟知的可解

势如库仑势
、

谐振子势
、

莫尔斯势
、

罗森一莫尔斯(Ros en
一

M or se ) 势
、

艾卡特(Ec kar t) 势
、

普

薛尔一特勒(Pos ch 卜T ell
c r)势都是形状不变势

。

对于形状不变势
,

如有哈密顿算符 斤
一票。+ v (:)

‘产

我们能象在 (26 )和 (27)那样分解因式为 斤= 几+几+ 任
。

= 厅一
+ 任

。

(
4 7 )

( 4 8 )

并从 泞一 ‘”
= 刀少 + 任

。

出发
,

利用生成配偶势方法和关系式(37) 可以构造一系列哈密

顿 泞‘, , ,
s

= l

,

2

,

⋯

斤(, ,
= 斤罕’

+ 任吕” = 斤二
, ,

+ e {
”

泞(, ,
= 2 2 望,

+ 任下
, ,

= 斤二
, ,

+ 任基
, ,

、
( 4 9 )

而它 们
,

除了被抹掉的
,。
个态之外(0 < ,。

< N )
,

有相同的束缚态能级
。

N 十 l 是 斤‘, ’
的束缚

态数 目
。

这意味着有 任一 任
.
<I) = 斤

.
<z) = ⋯二 任

.<’刊 , .
( 5 0)

由(‘9 )
,

( 5 0 ) 和 (46 )得 R (入) = V
+ (x ;人

,
) 一 v 一

(
: ; 入) 一 任

‘ :
一 任

卜 2 。

( 5 1 )

( 5 1 ) 表 明余项 R (入)代表第(i
一

l ) 个能级与第(‘
一

2 ) 个能级之差
,

即 厅“ ,
的基态与泞‘卜 ‘’

的基

态能级之差
。

因此艺
R(凡)代表了 对(.)

的基态能级 任 卜1

与 对(!)
的基态能级任

。

之差
。

即

: ,
( 一 、一 习

R(久。

)

,

:
。(一 )

= o
( 5 3 )



丫厂

~
‘

~
‘_ , ‘

,
,

~

_ L

~ ~ ~

, t _

一‘ ,

~

‘
一

__ , 、

户
.

平一中热知明侧士
,

坷虱佩宁明 有 双洋艺势 v 妙)= 一丁十
l(l十l)花2

2 产尸2 ( 5 4 )

利用 (2 8) 由基态波函数可得超势

w (,
) 一

存(l+l)h(
l+1)万
了万

,
( 5 5 )

由(24b)(或(25))得超对称配偶势
v 一

(
, , 、)

一手
十l(l+ 1 )h2

.
一- 1 犷一飞一- 十

‘拼r -

解
月

2 ( l + l
)

2 无2

v +
(

, , 、)

一手
+(l+2)(l+l)h,

2
产r .

+

斌豁
矛

(5 6)

取 、一 :,
;

:

一:+ 1
.
则得余项 R (*

,

卜黑氏招六万一击练
万〕 (57)

‘“ 气‘ , ~ 1 , 、‘ ,
~

‘ ,

并注意到 (5 3) 式求和上限应为径向量子数 ‘ 所取代
,

则得 斤一
的束缚态能级

。 , _ 、

娜
月 r

1 1
,

乃‘
-

- —
二月1 【勺兮- 尸, , 寸七

—
代尸, 贾一

一
于- , 气尸 l

Z 而
‘ 一

L 之十l). L‘十耳十 l)-
(5 8)

最终得氢原子的能量本征值 E. 一州一
+E

:

一磊
, 。一、

+l +l
(5 9)

现在
,

对任一个形状不变势 v一
(
: , 彻)

,

我们由基态波函数 妈一 ’
(

: ; 与)计算束缚态波函

数 说一 ’
(
: ; 彻)

.
在(38)和(39)中

,

我们利用算符几和 元
+
把分+

与 泞一
的相同能级的态联系

起来
。

类似地
,

我们可以把 厅‘·,
的基态 说+ ,

(
: ; ‘

:
)同 泞‘卜 , ’

的第一激发态 劝l
一声(

: , 凡
,

) 用人+

(:;拟
:
)联系起来

,

类似于 (39)
,

有

劝l
一 ,

(
: , 凡

:)代入+ (: .‘
:)确+ ,

(
x ; ‘

:
)

.
(60)

注意fIJ 由形状不变势条件(」6 )得 诚+ ,
(

: ; 久。

) = 诚一 ,
(

: ; 久,
)

。

( 6 1 )

利用(60)和 (61)
,

并依次向前推至 分“ ’和 户‘o , ,

可写(末归一化的)

赌一 ’
(
: ; 彻)沈入+ (: , 久。

) 入+ (: , 久,
) ⋯^ + (z ;‘

:)孟+ (二 ; ‘
:)确一 ’

(
: ; 凡 )

,

( 6 2 )

而 说一 ’
(
: , 抽)与 讨一 ’

(
: ; 人)差别仅在于参量不同

.
对于氢原子

,
* , _ 、

无
A ’ ‘r ’‘’

一万云
d .eZ

了万 l 无 (z+ l + 止)

二一 州卜
- - 一下 , 一一 二丁丁下一了气尸二r 一一二二二

—
。 火0 0 少

Q , . ‘气‘十1卞 ‘少 了2产 r

很清楚
,

线性谐 振 子的 能量本 征函数 的计算只不过 是 (62) 式的特 殊情况 与 = 久:
= 抽

=
·

一
与 = 。 ,

所有 月‘。, ,

空
” ,

⋯守“的基态波函数都相同
.

对于形状不变势
,

如利用基态波函数 如一杯一 ’
(
: , 彻 )表达 月+(

二 , 彻)
,

正如我们在 (19)

和 (29) 式所见到 的那样
,

可将波函数表达成 为一种有用的形式
._、 , . 、 _

l d

尸
, 、 , _ 、

,

赐干“: ’彻)义不石万L冲,
嗽 一 ’

‘艺 ’几,
) 」 (6 4 )

4 结语
最后

,

我们将(l) 一 (7) 所表述的因式分解法与应用于形状不变势的超对称技巧 比较

如表
。

不难看出
,

尽管超对称技巧与因式分解法在术语和思想方法上有很大差别
,

但应用

于量子力学时本质上与因式分解法等价
.

因式分解法所必要的数学条件相对于超对称配

偶势为形状不变势的物理条件
。

这两种方法基本上属于由Da
r
bo ux 为二阶线性微分方程

所发展的古老程序的特殊情况
。

因式分解法的关键在于对具体的势场选择合适的 叔
: , 幻

,

而超对称技巧的关键首先

在于计算超势 w (x ;劝
,

超势可由基态波函数表达
。

因而应用超对称技巧计算形状不变势
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气

的本征值和本征函数的算符方法的确是一种简单而优美的方法
。

因因式分解法法 超对称技巧巧

升升
、

降算符 补和 亏亏 几十和 诬诬

厄厄密算符 a(二 , 几))) 超势评(
二 , 久)))

厄厄密算符(弱+) 和 (示动及其相应的本征值值 超对称配偶哈顿算符 泞
十

~ 双
+和 泞~ 月

十
月月

}}}已 I
盆

和l氏
,

!
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及其相应的本征值 民(+ ’

和 凡‘一 ’’

决决定能级间隔的表达式 场十:
一 风二伪少 .

+ 山山 余项 R (凡) = 任‘ 一 :
一 〔

卜:
~ v +

(
: .拟

:
)一 v ---

(((((
二 , 肠)))
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