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有限元方法（Finite Element Method）

简介

加权余量法

一维应用举例

变分方法

扩展



简介

有限元法是一种常用的计算方法，将系统网格节点统一
编号，特别适用于不规则的系统，或任意边界形状的系
统。有限元方法广泛应用于流体力学、结构力学等系统。

有限元法早期是以变分原理为基础发展起来的，所以广
泛地应用于与泛函极值问题密切相关的拉普拉斯方程和
泊松方程所描述的各类物理场中。

自1960年代以来，在流体力学中应用加权余数法中的伽
辽金(Galerkin)法或最小二乘法等同样获得了有限元方程，

从而使得有限元法可以应用于任何微分方程所描述的各
类物理场中，而不再要求这类物理场和泛函的极值问题
有所联系。



加权余量方法

Weighted Residual Method
在采用数值方法求解方程的近似解时,可用带有任意系数的一组线

性无关函数来表示方程的近似解。将此近似解代入方程后，得到
偏差，称为余量。这时问题就成为如何确定这组系数，使得余量
最小。这就是加权余量法的基本思想。
先考虑一个简单的问题
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A. 选近似解。先假设一个包含未知系数的近似试探解，如 𝒖 = 𝐚𝐱(𝟏 − 𝐱), 满
足边界条件。其中a为待定系数；

B. 求余量。将近似解代入 (1)得到余量。
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加权余量方法：权函数

加权余量法的中心思想就是如何选择系数a，使得试探解是精确解得最好近似。为此，
通常选择一个权函数ω使得问题的余量在求解区域的权平均（加权平均）为零。
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例如取xi=0.5, 则有a=0.2222

 𝒖 = 𝟎. 𝟐𝟐𝟐𝟐𝐱(𝟏 − 𝐱)
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加权余量方法：权函数

 𝒖 = 𝟎. 𝟐𝟑𝟎𝟓𝐱(𝟏 − 𝐱)

 𝒖 = 𝟎. 𝟐𝟐𝟕𝟐𝐱(𝟏 − 𝐱)



加权余量方法：多个待定系数
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加权余量方法：与精确解的比较
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加权余量方法：弱形式

前面的简单例子要求试探的近似解必须能够两次可微，这是加
权余量法的强形式。为了减少对试探函数的要求，可以先作分
部积分：
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这样，就不需要近似解必须能够两次可微。这种形式称为加权余量法的弱
形式。（对权函数ω 的要变严格了）



分段连续函数

利用右图的试探函数（含两个待定系数）求解之前的例子
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分段连续函数



分段连续函数



伽辽金有限元方法

前面看到，选取分段连续函数作为弱形式方程试探近似解是很好
的方法。增加子区间的数量就可以利用简单的分段线性函数的和
来构造复杂函数作为近似的试探解，这些子区间称为有限元。

考虑一维问题的一个有限元，如图所示的第i单元，其两个端点
称为节点，坐标𝒙𝒊和𝒙𝒊+1对应的节点函数分别为u𝒊和u𝒊+1

如在[𝒙𝒊, 𝒙𝒊+1]区间取近似解 u = 𝑐1𝑥 + 𝑐2,
可得
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伽辽金有限元方法
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H函数称为型函数(Shape Function)
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例2

已经对所有element做了粘合
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二次型函数



二维情形
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变分方法
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变分方法
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