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对称性的重要性

•广义相对论

•杨-米尔斯理论



对称性分类

• 1.连续对称性

• 2.离散对称性

• 3.内部对称性

• 4.规范对称性



规范对称性

•规范对称性是指拉格朗日量和运动方程在规范变换下保持不变的
性质，是构造规范理论的基本原理。例如：

电磁相互作用的𝑈(1)对称性；

标准模型𝑆𝑈(3) × 𝑆𝑈(2) × 𝑈(1)的对称性.



规范对称性

•通过引入额外的自由度，使物理理论具有更高的对称性，从而便
于分析和计算。

•但这会导致同一物理状态有不同的表述。

•因此我们需要适当选取规范来破坏规范对称性，从而保证表述的
唯一性。

•在数学上，一个规范就是某个主丛的（局部）截面的一个选择。
一个规范变换也就是两个截面间的变换。



电磁相互作用的𝑈(𝟏)规范对称性

• 电子的狄拉克方程： 𝛾𝜇𝜕𝜇 + 𝑚 𝜓 = 0

• 当电子处于外电磁场中时，方程变为： 𝛾𝜇 𝜕𝜇 − i𝑒𝐴𝜇 + 𝑚 𝜓 = 0

• 取规范变换（局部规范变换）： 
𝐴𝜇

′ = 𝐴𝜇 −
1

𝑒
𝜕𝜇𝜃 𝑥

𝜓′ = exp −𝑖𝜃 𝑥 𝜓

• 可以证明电磁张量矩阵( 𝐹𝜇𝜈 )和狄拉克方程在上述规范变换下不变。



自然对称性
类型 不变性 守恒量

洛伦兹协变性 时间平移(时间同质性) 能量

空间平移(空间同质性) 线动量

空间旋转(各向同性) 角动量

分立对称 P,空间反演 空间宇称（镜像对称）

C,电荷共轭 电荷宇称

T,时间反演 时间宇称

CPT product of parities

内部对称（不取决于时空坐标） U (1) 规范变换 电荷数

U (1) 规范变换 超荷

SU(2) 规范变换 同位旋

SU(3)“卷绕数” 重子数

SU(3) 规范变换 夸克 色

SU(3)（approximate） 夸克 味

S((U2)xU(3))
U(1)xSU(2)xSU(3)

标准模型



1.连续对称性

•群&李群

•连续版量子诺特定理

•平移群&旋转群

•一般的诺特定理

•克莱恩-高登方程



群&李群

•群：满足以下条件的集合叫做群

• 1.对乘法封闭

• 2.存在单位元素e满足e*a=a*e=a

• 3.群中的每一元素都存在逆元

• 4.乘法满足结合律



群&李群

•李群：由依赖于n个参数与1个宗量的算符U组成的集合叫做李群

•生成元：直观上来说就是用于构建李群的所有元素的无穷小操作
构成的集合，它们互相独立

•数学上，我们喜欢使用e指数来描述无穷次无穷小操作

• 𝑈 𝛼1, ⋯ , 𝛼𝑛 = exp −𝑖  𝜇=1
𝑛 𝛼𝜇𝐿𝜇

•通常，量子力学中李群的生成元是一个可观测量（幺正算符），
但李群的元素却是幺正变换——生成元未必属于群元素！！

•我们将会看到，后者是坐标变换，对应着前者守恒量



群&李群

• 𝑈 0 = 1

• 𝑈 𝛼1, ⋯ , 𝛼𝑛 = exp −𝑖  𝜇=1
𝑛 𝛼𝜇𝐿𝜇

•  
𝜕𝑈

𝜕𝛼𝜇 𝛼=0

= −𝑖𝐿𝜇

• 𝑈 𝛿𝛼𝜇 = 𝑈 0 + 
𝜕𝑈

𝜕𝛼𝜇
𝛿𝛼𝜇=1- 𝑖𝐿𝜇𝛿𝛼𝜇

• −𝑖𝐿𝜇𝛿𝛼𝜇 = 𝑑𝐴 =
𝐴

𝑁
=

−𝑖𝐿𝜇𝛼𝜇

𝑁

• 𝑈 𝛼𝜇 = lim
𝑛→∞

1 +
A

𝑛

𝑛
= exp −𝑖𝛼𝜇𝐿𝜇



连续版量子诺特定理

• 𝑈 𝛿𝛼𝜇 = 𝑈 0 + 
𝜕𝑈

𝜕𝛼𝜇
𝛿𝛼𝜇=1- 𝑖𝐿𝜇𝛿𝛼𝜇

• 𝑈† 𝛿𝛼𝜇 =1+𝑖𝐿𝜇
†𝛿𝛼𝜇

• 𝑈†𝑈=1

• 𝐿𝜇
†= 𝐿𝜇



无穷小量子诺特定理

• 𝜙𝑖 𝐻 𝜙𝑗

•经过坐标变换𝜙 ⟶ 𝑈𝜙

• 𝑈𝜙𝑖 𝐻 𝑈𝜙𝑗 = 𝜙𝑖 𝑈†𝐻𝑈 𝜙𝑗 = 

𝜙𝑖 (1+ 𝑖𝐿𝜇
†𝛿𝛼𝜇)𝐻(1− 𝑖𝐿𝜇𝛿𝛼𝜇) 𝜙𝑗

• = 𝜙𝑖 𝐻 + 𝑖(𝐿𝜇
†𝐻 − 𝐻𝐿𝜇)𝛿𝛼𝜇 𝜙𝑗

• = 𝜙𝑖 𝐻 + 𝑖(𝐿𝜇𝐻 − 𝐻𝐿𝜇)𝛿𝛼𝜇 𝜙𝑗 = 𝜙𝑖 𝐻 𝜙𝑗 Why ？——对称
性的定义

• [𝐿𝜇,H]=0



无穷小量子诺特定理

•单位元处每个切向量给出一个守恒量

•群的切向量？——这东西嘛，直观上没人不懂，严格定义我看不
懂

•切向量“平行”于𝑈 𝛿𝛼𝜇 − 𝑈 0

•也就是− 𝑖𝐿𝜇𝛿𝛼𝜇

•单位元附近有无数个切向量，那么我们可以得到无穷无尽的守恒
量？

•切向量们并不是独立的，这些切向量恰好构成了所谓的切空间
（一种线性空间）

•切空间维度=独立的守恒量个数=李群生成元的个数



平移群

•群元(空间平移算符)：𝑈 = exp(−𝑖𝑝𝜇𝛼𝜇)

•守恒量：  𝑝𝜇 = −𝑖
𝜕𝑈

𝜕𝛼𝜇 𝛼𝜇=0

•群元(时间平移算符)：𝑈 = exp(−𝑖𝐻𝑡)

•守恒量：  𝐻 = −𝑖
𝜕𝑈

𝜕𝑡 𝑡=0



旋转群

•群元(旋转算符) ：𝑈 = exp(−𝑖𝒏 ∙ 𝑳𝜃)

•守恒量：𝑡 = 𝒏 ∙ 𝑳



一般的诺特定理

•前述证明的局限性？——薛定谔方程

•“貌似”高能物理的康庄大道是拉格朗日量？

•为了满足相对论协变性考虑把时间的变换加进来？

•令人惊异的是，早于量子力学的诺特定理却可以在（相对论性的）
量子力学中扮演如此重要的角色



一般的诺特定理

• 𝑡′ = 𝑡′(𝑡) 𝑞′ = 𝑞′ 𝑞, 𝑡 ——某种变换

• 𝑡′ = 𝑡 + 𝛿𝑡 𝑞′ = 𝑞 + 𝛿𝑞——要求该变换是无穷小变换

•  𝑞′ =
𝑑𝑞′

𝑑𝑡′
=

𝑑𝑞′

𝑑𝑡
𝑑𝑡′

𝑑𝑡

=
 𝑞+

𝑑

𝑑𝑡
𝛿𝑞

1+
𝑑

𝑑𝑡
𝛿𝑡

• 𝐿(𝑞′,  𝑞′, 𝑡′) = 𝐿′(𝑞′,  𝑞′, 𝑡′)
𝑑𝑡

𝑑𝑡′
——坐标变换下不改变作用量

• 𝐿′(𝑞′,  𝑞′, 𝑡′) = 𝐿(𝑞′,  𝑞′, 𝑡′) +
𝑑Ω

𝑑𝑡′

——变换前后拉格朗日方程具有相同形式（该式子来源于对称性）



一般的诺特定理

 

𝑖

𝜕

𝜕  𝑞𝑖
𝛿𝑞𝑖 − 𝐿 −  

𝑖

𝜕

𝜕𝑞𝑖
 𝑞𝑖 𝛿𝑡 + 𝛿Ω = 𝐶



克莱恩-高登方程

• 𝐿 =  ℒ𝑑𝑥1𝑑𝑥2𝑑𝑥3𝑑𝑥4

• 𝜕𝜇
𝜕ℒ

𝜕(𝜕𝜇𝜂𝜌)𝑥
−

𝜕ℒ

𝜕𝜂𝜌
= 0

•
𝑑2𝜙

𝑐2𝑑𝑡2 − ∇2𝜙 + 𝜇0
2𝜙 = 0



2.离散对称性

•离散版量子诺特定理

• P变换——空间宇称守恒

• T变换——时间宇称守恒

• C变换——电荷宇称守恒

• CPT定理



离散版量子诺特定理

• 𝑖ℏ
𝜕𝜓 𝑟,𝑡

𝜕𝑡
= 𝐻𝜓 𝑟, 𝑡

• 𝑖ℏ
𝜕𝑈𝜓 𝑟,𝑡

𝜕𝑡
= 𝑈𝐻𝑈−1𝑈𝜓 𝑟, 𝑡

•根据对称性，𝜓 𝑟, 𝑡 ，𝑈𝜓 𝑟, 𝑡 满足相同的薛定谔方程

•因此𝑈𝐻𝑈−1 = 𝐻，即 𝑈, 𝐻 = 0

•因此U的期望值是一个守恒量

•奇妙的是，与连续情形不同，这里的U同时充当坐标变换和可观
测量的“双重职责”，这要求U既是酉矩阵又是厄米矩阵。我们
将会看到，宇称算符恰好满足这一要求



P变换

•经典情形

• 𝜋 𝑥 = −𝑥

• 𝜋 𝑝 = 𝜋 𝑚
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑚

𝑑𝜋 𝑥

𝑑𝑡
= −p

• 𝜋 𝐿 = 𝜋 𝑥 ∗ 𝜋 𝑝 = −𝑥 ∗ −𝑝 = 𝐿



P变换

•直观上说，宇称变换就是镜像对称（想象一个无穷大镜子中的世
界）

•宇称变换下标量改变吗？

•矢量呢？——赝矢量与极矢量

•如何判断？

•本质？——三维空间中叉乘的特殊性！



P变换

•量子情形下，我们类似地计算宇称算符和几个常见力学量
的对易性

•尽管与经典情形的结论类似，但是不难看出算符形式下的
推导展现了更为丰富的物理图像.

• 𝜋  𝑥 =   −𝑥

• 𝜋2  𝑥 = 𝜋  −𝑥 =   𝑥

• 𝜋†= 𝜋−1 =𝜋



P变换——坐标算符

• 𝜋  𝑥 =   −𝑥

• 𝑋𝜋  𝑥 = −𝑥  −𝑥

• 𝜋†𝑋𝜋  𝑥 = −𝑥𝜋†  −𝑥 = −𝑥  𝑥 = −𝑋  𝑥

• 𝜋†𝑋𝜋 = −𝑋

• 𝑋𝜋 +𝜋𝑋 = 0

• 𝑋, 𝜋 = 0



P变换——坐标平移算符

• 𝑇 𝛼 = 𝑒𝑥𝑝(−
𝑖

ℏ
𝜶 ∙ 𝑷)

• 𝑇(𝛼)  𝑥 =   𝑥 + 𝛼

• 𝜋†𝑇(𝛼)𝜋  𝑥 = 𝜋†𝑇(𝛼) −  𝑥 = 𝜋† −  𝑥 + 𝛼 =   𝑥 − 𝛼 =
𝑇(−𝛼)   𝑥

• 𝜋†𝑇 𝛼 𝜋 = 𝑇(−𝛼)



P变换——动量算符

• 𝑇 𝜖 = 𝑒𝑥𝑝 −
𝑖

ℏ
𝝐 ∙ 𝑷 = 1 −

𝑖

ℏ
𝝐 ∙ 𝑷

• 𝜋†𝑇 𝜖 𝜋 = 𝑇 −𝜖 = 1 +
𝑖

ℏ
𝝐 ∙ 𝑷

• 𝜋† 1 −
𝑖

ℏ
𝝐 ∙ 𝑷 𝜋 = 1 +

𝑖

ℏ
𝝐 ∙ 𝑷

• 1 −
𝑖

ℏ
𝝐 ∙ 𝜋†𝑷𝜋 = 1 +

𝑖

ℏ
𝝐 ∙ 𝑷

• 𝜋†𝑷𝜋 = −𝑷



P变换——角动量算符

• 𝜋†𝑳𝜋 = 𝜋† 𝒓 × 𝒑 𝜋 = 𝜋† 𝒓 𝜋 × 𝜋† 𝒑 𝜋 = −𝒓 × −𝒑 = 𝑳



P变换——本征值和本征态

•   𝐸, + =
1

2
  𝐸 + 𝜋  𝐸

•   𝐸, − =
1

2
  𝐸 − 𝜋  𝐸

• 𝜋  𝐸, ± = ±  𝐸, ±

•这说明，任意具有空间反演对称性体系下的波函数，都可以写成
宇称算符本征态的叠加，并且宇称算符只有两个本征值±1



空间宇称守恒

•什么是空间宇称守恒？

• 𝜙 𝜋 𝜙 = 𝐶

•如果一个孤立的粒子集合有一个确定的空间宇称，那么空间宇称
在集合演化过程中保持不变。



空间宇称守恒

• E=E+E

• E=O+O

• O=E+O



T变换

• 𝑇𝜓 𝑟, 𝑡 = 𝜓′ 𝑟, −𝑡

• 𝑖ℏ
𝜕𝜓′ 𝑟,𝑡

𝜕𝑡
= 𝐻𝜓′ 𝑟, 𝑡

• −𝑖ℏ
𝜕𝜓′ 𝑟,−𝑡

𝜕𝑡
= 𝐻𝜓′ 𝑟, −𝑡

• −𝑖ℏ
𝜕𝑇𝜓 𝑟,𝑡

𝜕𝑡
= 𝐻𝑇𝜓 𝑟, 𝑡

• 𝑇†(−𝑖ℏ
𝜕𝑇𝜓 𝑟,𝑡

𝜕𝑡
) = 𝑇†𝐻𝑇𝜓 𝑟, 𝑡

• 𝑇†𝐻𝑇 = 𝐻; 𝑇†𝑖𝑇 = −𝑖



T变换
• 算符T有意思，前面看到了，它和实数对易，和虚数反对易，综合起
来就是𝑇 𝑎𝜓 = 𝑎∗𝑇𝜓

• 𝐾𝜓 𝑟, 𝑡 = 𝜓∗ 𝑟, 𝑡 （可称之为反线性）

• 另外，我们当然要求变换过程中不改变波函数的模方 𝑈𝜓, 𝑈𝜓 =
𝜓, 𝜓 = 1

• 满足以上两条性质的T称为反幺正算符，可能就是我们苦苦追寻的时
间反演算符了！

• 但是，这样的𝑇恒河沙数，并且反线性算符还无法表示为矩阵形式，
但时间反演算符形式应该是比较确定的，咋办？

• 不难想象， 𝑇可以被分解为一个幺正算符和一个共轭算符的乘积，即
𝑇 = 𝑈𝐾。我们接下来的核心目标就是给𝑇加上更多的限制，以便确定
它的最终形式。



T变换

• 𝑟𝑇𝜓 𝑟, 𝑡 = r𝜓′ 𝑟, −𝑡 = ？ = 𝑇(r𝜓 𝑟, −𝑡 )

• p𝑇𝜓 𝑟, 𝑡 = 𝑝𝜓′ 𝑟, −𝑡 = ？ = 𝑇(−p𝜓 𝑟, −𝑡 )

• 𝑟𝑇 = 𝑇𝑟

• 𝑝𝑇 = −𝑇𝑝

• 𝑇 = 𝑈𝐾

•量子力学中，没有理由证明以问号标记的等号，必须考虑对应原
理！

•对坐标表象：𝑈 = 1; 𝑇 = 𝐾



T变换

• 考虑自旋和角动量后，T将具有更复杂的形式。

• 𝐽𝑇 = −𝑇𝐽

• 𝑆𝑇 = −𝑇𝑆

• 𝑟, 𝑈 = 𝑝, 𝑈 = 𝐿, 𝑈 = 𝑆𝑦 , 𝑈 = 0

• 𝑆𝑥𝑈 = −𝑈𝑆𝑥

• 𝑆𝑧𝑈 = −𝑈𝑆𝑧

• 𝑈 = exp(−𝑖𝜋/ℏ𝑆𝑦)



C变换

•电荷共轭改变所有量子荷的正负号。

•这些量子荷为相加量子数，包括有电荷、重子数与轻子数，以及
味荷如奇异数、魅数、底数、顶数与同位旋。

•相对地，电荷共轭不改变粒子的质量、线动量或自旋。

• 𝐶  𝜓 =    𝜓

• 𝐶2  𝜓 = 𝐶   𝜓 =  𝜓

• C的本征函数都是电中性的系统



宇称不守恒与CPT守恒

•记F=CPT，方便起见设变换后的相位为1

• CPT定理：在局域场理论下，假设拉式密度L(x)满足洛伦兹不变
性，则有：



同位旋

同位旋（Isospin）是粒子物理学中最早遇到的重要的内部对称性，
其概念首先来自于实验的启发。



质子与中子的比较

质子和中子小的质量差被解释为两个粒子不同的电磁相互作用，对
于强相互作用我们认为二者质量相等。



𝜋介子的比较

实验上发现𝜋介子有三种电荷，强相互作用性质相似



实验结果的总结

•把质子和中子看作同一种核子N 的不同带电状态

•把𝝅介子𝝅+，𝝅0，𝝅-看作𝝅介子的不同带电状态

•可以认为核子以及𝝅介子具有某种类似于自旋的
自由度



同位旋的意义

自旋：空间转动对应的某种角动量

同位旋：可以理解为一个抽象空间的旋转对应的抽象空间

角动量

实验结果可以概括为：可以引入一个内部抽象空间上的

SU(2)变换群使得强相互作用在这个内部空间的变换下不

变，即同位旋对称性



同位旋的描述

数学上，同位旋的结构与自旋（角动量）完全相同

在同位旋空间可以选取一个特殊方向（第三方向），同位

旋为I的粒子，其同位旋在第三方向投影I3可取I,I-

1,…,-I+1,-I共2I+1个值

同位旋把不同电荷的粒子统一起来，可以规定I3的本征态

为电荷取确定值的态，同一同位旋多重态内不同I3本征值

对应不同的电荷



同位旋与自旋

自旋：在某方向投影（Jz)取不同值，描述粒子的不同运

动状态

同位旋：同一同位旋多重态中的不同值I3可看作粒子的不

同带电状态

同位旋并不是自旋，是无量纲的一个物理量，只是其数学

描述与自旋很类似。



同位旋守恒及其实验检验

强相互作用下同位旋不变，即同位旋群是强相互作用的对

称群：

同位旋守恒的推论：核力的电荷无关性，如两质子的相互

作用等于两中子的相互作用

根据散射截面正比于跃迁振幅的模平方定量检验，如质子

氘核散射中的𝝅介子产生


