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Part I 现象



霍尔效应
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反常霍尔效应(AHE) – 现象

• 铁磁材料

• 霍尔系数比金，银等导体的霍尔系数大10倍

• 随着温度升高，霍尔系数迅速增大

• 霍尔电压与外加磁场不再有线性关系，磁化强度达到饱和时，成
为常数。

• 经验公式：
𝜌𝑥𝑦 = 𝐵𝑅𝐻 + 4𝜋𝑅𝑆𝑀



反常霍尔效应(AHE) – 解释

• 有自旋轨道耦合的，在理想固体能带中运动的载流子

• 存在一个正比与Berry 曲率的反常速度

• 在外加电场下，考虑到由于铁磁材料内部磁场的影响，上自旋与
下自旋的电子占据数不相等，存在一个宏观的横向电流





整数量子霍尔效应(IQHE) – 条件

• 二维电子气

• 低温(1.5K)

• 强磁场(18T)

• 干净但存在无序的样品



整数量子霍尔效应(IQHE) – 现象

• 霍尔电阻呈现出量子平台：

𝑅𝐻 =
ℎ

𝜈𝑒2
, 𝜈 ∈ ℤ

• 在量子平台内磁阻几乎为0

• 在两个平台间磁阻为一个尖锐的峰。



分数量子霍尔效应(FQHE)

• 极其干净

• 超强磁场

• 极低温度

• 在分数的填充因子处，同样出现
霍尔平台

• 在出现霍尔平台的位置，有纵向
电阻的极小值出现

• 填充因子的规律：
𝜈 = 𝑝/(2𝑞 + 1)



Part II IQHE
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Landau能级

• 考虑在磁场中的单电子：

𝐻 =
1

2𝑚
 𝑝 + 𝑒  𝐴

2

• 取Landau规范
 𝐴 = −𝐵𝑦 𝑥

• 能量本征函数和本征值：

𝐸𝑛 𝑘 = ℏ𝜔𝑐 𝑛 +
1

2

𝜓  𝑟 ~ 𝑒𝑖𝑘𝑥𝐻𝑛

𝑦

𝑙𝐵
− 𝑘𝑙𝐵 𝑒

−
1

2𝑙𝐵
2 𝑦−𝑘𝑙𝐵

2 2

• 本征态在y方向为𝑦0 = 𝑘𝑙𝐵
2的波包，x方向为平面波。

y

E



Landau能级的简并度

•有限大的样本中，k只能取分立值：

𝑘 =
2𝜋

𝐿𝑥
𝑛, 𝑛 ∈ ℤ

•我们需要的所有的本征态的 𝑦0 都在材料中：

𝑘 ∈ (0,
𝐿𝑦

𝑙𝐵
2 )

•单个LL的简并度：

𝐷 =
𝐿𝑥𝐿𝑦

2𝜋𝑙𝐵
2 =

𝑒𝐵𝐴

2𝜋ℏ



自旋-磁场耦合

• 自旋-磁场耦合带来LL的劈裂

• 劈裂能量和LL在同一数量级：
𝑔𝑠𝜇𝐵𝐵 = ℏ𝜔𝑐

• 上面得出的N是每个劈裂后的LL的
简并度。

• 如果Fermi能下刚好填充𝜈个劈裂的
LL，称filling factor为𝜈。

为什么LL不重合? 

E

𝜀𝐹



自旋-磁场耦合

•为什么LL不重合? 

•由于电子和晶格的相互作用等原因，可以认为电子具有
等效质量𝑚𝑒𝑓𝑓。此时的回旋频率𝜔𝑐 =

𝑒𝐵

𝑚𝑒𝑓𝑓
。

𝑔𝑠𝜇𝐵𝐵

ℏ𝜔𝑐
=

𝑚𝑒𝑓𝑓

𝑚



边界态的半经典定性解释 – 无序的影响

• 干净的样品：无散射，弹道输运

• 存在disorder——disorder可以用一
个随机的光滑势V(r)来描述

• 当存在势场V和足够大的磁场B时，
经典模型：回转中心沿等势面运动

• 无序对IQHE的形成是必要的！



边界态的半经典定性解释 – 边界的影响

• 边界的势V远高于样品中间的V

• 边界处等势面平行于边界

• 所有非边界态都被限制在样品内部
它们对电导没有贡献。

• 而边界态在边界上被反弹，轨迹如
图：



边界态的半经典定性解释 – 边界的影响

• 只有边界态可以贡献电导。

• 对于一个LL，边界态的数量是一定
的。也就是说，导电电子的数目和
filling factor成正比，这解释了量
子电导。

• 在填充非边界态时，导电电子的数
目并不增加，这解释了量子霍尔平
台。

为什么不同时填边界态和非边界态？



边界态的导电性

• 将边界视为一个如图的势V(y)

• 将V作为微扰：
𝑛, 𝑘 𝑉 𝑛, 𝑘 ~ 𝑉 𝑘𝑙𝐵

2

• 于是，微扰后能量为：

𝐸 𝑛, 𝑘 = ℏ𝜔𝑐 𝑛 +
1

2
+ 𝑉(𝑘𝑙𝐵

2)



边界态的导电性

• 边界势下的Landau能级：

• 群速度：

𝑣𝑔 =
1

ℏ
∇𝑘𝐸 𝑛, 𝑘 =

1

𝑒𝐵

𝜕𝑉

𝜕𝑦
 𝑥

• 单个边界态的x方向电流

𝐼𝑥,𝑖 = −
𝑒

𝐿𝑥
𝑣𝑔 = −

1

𝐵𝐿𝑥

𝜕𝑉

𝜕𝑥

• 总电流仅由边界态贡献：

𝐼𝑥 = −
𝜈𝑒

2𝜋ℏ
𝜇𝑅 − 𝜇𝐿 =

𝜈𝑒2𝑉𝑦

2𝜋ℏ
• 𝜇𝑅 − 𝜇𝐿是左右边界Fermi能之差。



边界态的导电性

• 为什么Fermi能差是eV？

• 对于如图的样本，认为电源中
的电子处于Fermi能为𝜇的平衡
态。

• 在不存在电势差时，两边Fermi
能如右下图



边界态的导电性

• 为什么Fermi能差是eV？

• 加上电势差后，左右两边势能
零点不同。左边的能级比右边
的能级低eV。

• 认为粒子数不变，于是Fermi能
和能带底部的相对位置不变。

• 这样左边的Fermi能将比右边低
eV



边界态的导电性

• 为什么Fermi能差是eV？

• 近似认为弹道输运中的粒子处
于平衡态。

• 由于弹道输运不损失能量，输
运中的粒子的Fermi能和出发点
的Fermi能相同。

• 于是，输运中的两边粒子的
Fermi能差为eV。



量子电导

• 对于如图接法的样品：

• 对𝑉𝑥，由于样品同一侧的Fermi
能相同，测出

𝑉𝑥 = 0

• 𝑉𝑦测出的是两边电子的Fermi能
差，即：

𝑉𝑦 = −
1

𝑒
𝜇𝐿 − 𝜇𝑅



量子电导

• filling factor为𝜈时，有：

𝑉𝑦 =
ℎ

𝜈𝑒2
𝐼𝑥 , 𝑉𝑥 = 0

• 这给出了量子Hall电阻：

𝑅𝑥𝑦 =
ℎ

𝜈𝑒2
, 𝑅𝑥𝑥 = 0

• 这解释了平台上的电阻值。

为什么会形成平台？

为什么磁阻会出现尖峰？

两个平台之间发生了什么？



Disorder的作用 – 量子平台的形成

•在localize非边界态的同时，
disorder还会造成LL的展
宽。

• the Percolation Picture

•对称性角度理解展宽



Disorder的作用 – 量子平台的形成

• 在向能级中填充电子时，优先填满
能量较低的localized states，此
时对电导无贡献 (对应图中平台)

• 只有在填充extended states时，
电导才会变化 (对应下降段)

• 随后填满能量较高的localized 
states，这对电导亦无贡献 (对应
下一平台)

• Disorder在量子霍尔平台的形成中
是不可或缺的。



Back Scattering的作用 – 磁阻尖峰

• 作为一个模型，我们认为有一些
边界态被back scattered，即如
图从2被散射到6.

• 粒子数变化会带来3, 6的化学势变
化。于是导致测出的Vx不为0.

• 这会带来非0的磁阻。



Back Scattering的作用 – 磁阻尖峰

• 当处于量子平台时，样本两边的
边界态都是填满的，此时back
scatter无法发生，无磁阻。

• 当填充extended states时，不满
的边界态就会允许back scatter发
生，产生磁阻尖峰。

。



Conclusion



绝热近似

• 首先取任意时刻的能量本征态 𝑛; 𝑡 ，并假定没有简并，于是

• 𝐻 𝑡 𝑛; 𝑡 = 𝐸𝑛 𝑡 𝑛; 𝑡

• 下面寻找这种情况下薛定谔方程的解

• 𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑡
|𝛼; 𝑡⟩ = 𝐻(𝑡)|𝛼; 𝑡⟩

• 𝛼; 𝑡 =  𝑛 𝑐𝑛 𝑡 𝑒𝑖𝜃𝑛 𝑡 𝑛; 𝑡 , 𝜃𝑛 𝑡 ≡ −
1

ℏ
 0

𝑡
𝐸𝑛 𝑡′ 𝑑 𝑡′

• 最后可以得到

• 𝑐𝑛 𝑡 = 𝑒𝑖𝛾𝑛 𝑡 𝑐𝑛 0 , 𝛾𝑛 𝑡 ≡ 𝑖  0

𝑡
 𝑛; 𝑡′  

𝜕

𝜕𝑡′ 𝑛; 𝑡′ 𝑑𝑡′



Berry Phase

• 假设哈密顿量的时间相关性由一矢量描述（实际上就是把一组参
数处理成参数空间）

• 𝑛; 𝑡
𝜕

𝜕𝑡
𝑛; 𝑡 = 𝑛; 𝑡 ∇𝐑 𝑛; 𝑡 ⋅

𝑑𝐑

𝑑𝑡

• 假设体系经过一段时间，参数又回到初始值

• 𝛾𝑛 𝐶 = −i  C
𝐀𝐧 𝐑 ⋅ 𝑑𝐑 , 𝐀𝐧 𝐑 ≡ −𝑖 𝑛; 𝑡 ∇𝐑 𝑛; 𝑡

• 由斯托克斯定理

• eiγ = exp −i  C
𝐀𝐧 𝐑 ⋅ 𝑑𝐑 = exp −i  S

𝐹𝑖𝑗 dSij , 𝐹𝑖𝑗 =
𝜕Ai

𝜕𝑥𝑗
−

𝜕Aj

𝜕𝑥𝑖



Berry Phase for Spin 1/2

• 取哈密顿量为以下形式H = −B ⋅ σ + B

• 本征态为H ↓ = 0, H| ↑⟩ = 2B| ↑⟩

• B =
B  sin θ cos ϕ
B  sin θ sin ϕ

B  cos θ

, H = −B cos θ − 1 e−iϕ sin θ
e+iϕ sin θ − cos θ − 1

• ↓ =
e−iϕ sin θ /2
− cos θ /2

, ↑ =
e−iϕ cos θ /2

sin θ /2

• 下面计算 ↓ 态的Berry Phase



Berry Phase for Spin 1/2

• 𝐀𝐧 𝐑 ≡ −𝑖 𝑛; 𝑡 ∇𝐑 𝑛; 𝑡

• ↓ =
e−iϕ sin θ /2
− cos θ /2

, ↑ =
e−iϕ cos θ /2

sin θ /2

• 𝐴𝜃 = −i ↓
𝜕

𝜕𝜃
↓ = 0, 𝐴𝜙 = −i ↓

𝜕

𝜕𝜙
↓ = − sin2 θ

2

• 𝐹𝜃𝜙 =
𝜕𝐴𝜙

𝜕𝜃
−

𝜕𝐴𝜃

𝜕𝜙
= −

1

2
sin 𝜃

• eiγ = exp −i  S
𝐹𝑖𝑗 dSij

• 发现这是一个参数空间的“磁单极子”



Berry’s Phase for Spin 1/2

• 那么我们有两种计算围道的方式
(橙色部分或者蓝色部分)

• 要求两者算出的相位是等效的，有

•  S2 𝐹𝑖𝑗 d𝑆𝑖𝑗 = −2𝜋

• 更普遍的讲，这其实是拓扑上的第
一类陈数：

•  𝐹𝑖𝑗d 𝑆𝑖𝑗 = 2π𝐶



• 我们试图用微扰论给出电导的一个定量描述。

• 令未微扰的多体哈密顿量为𝐻0。（其中可以包含相互作用！）

• 加上外场，微扰Hamiltonian为：
Δ𝐻 = − 𝐼 ⋅  𝐴

• 其中I为电流，A为外场的矢势。在这里我们使用了规范：

𝜙 = 0 → 𝐸 =
𝜕  𝐴

𝜕𝑡

• 对更普遍的电导，将E取为交变场𝐸 𝑡 = 𝐸𝑒𝑖𝜔𝑡，那么𝐴 =
𝐸

𝑖𝜔
𝑒𝑖𝜔𝑡

Kubo公式



• 我们的目标是计算I的期待值。取相互作用绘景，并认为𝑡 → −∞时，系统
处于态 0 。有：

 𝐼 𝑡 = 0 𝑡  𝐼 𝑡 0 𝑡 = 0 𝑒−
𝑖Δ𝐻
ℏ

Δ𝑡  𝐼 𝑡 𝑒
𝑖Δ𝐻
ℏ

Δ𝑡 0

• 将演化算符𝑒−
𝑖Δ𝐻

ℏ
Δ𝑡展开为Dyson级数，可以得到：

 𝐼 𝑡 = 0  𝐼 𝑡 +
𝑖

ℏ
 
−∞

𝑡

𝑑𝑡′ Δ𝐻 𝑡′ ,  𝐼 𝑡 0

• 第一项 0  𝐼 𝑡 0 是无电场时的电流，一般为0.

• 系统具有时间平移对称性，  𝐼 𝑡 只和𝑡 − 𝑡′ = 𝑡′′有关：

𝐼𝑖 𝑡 =
1

ℏ𝜔
𝐸𝑗𝑒

−𝑖𝜔𝑡  
0

∞

𝑑𝑡′′𝑒𝑖𝜔𝑡′′
0 𝐼𝑗 0 , 𝐼𝑖 𝑡′′ 0

• 如果输入的电场是以频率ω变化的，那么电流 𝐼𝑖 𝑡 也以同样的频率变化。

Kubo公式



• 对于电导，有：

𝜎𝑥𝑦 =
1

ℏ𝜔
 
0

∞

𝑑𝑡′′𝑒𝑖𝜔𝑡′′
0 𝐼𝑦 0 , 𝐼𝑥 𝑡′′ 0

• 这是电导的Kubo公式。它描述了电导随频率和𝐻0的普遍关系。

• 将Kubo公式用𝐻0的本征态展开，经过一些计算，可以得到更加好用的形式：

𝜎𝑥𝑦 𝜔 = −
𝑖

𝜔
 

𝑛≠0

0 𝐼𝑦 𝑛 𝑛 𝐼𝑥 0

ℏ𝜔 + 𝐸𝑛 − 𝐸0
−

0 𝐼𝑥 𝑛 𝑛 𝐼𝑦 0

ℏ𝜔 + 𝐸0 − 𝐸𝑛

• 对于直流电场，取𝜔 → 0的极限：
1

ℏ𝜔 + 𝐸𝑛 − 𝐸0
≈

1

𝐸𝑛 − 𝐸0
−

ℏ𝜔

𝐸𝑛 − 𝐸0
2

+ 𝒪 𝜔2 ⋯

• 由于旋转九十度后𝜎𝑥𝑦不变，所以首项为零：

𝜎𝑥𝑦 = 𝑖ℏ  

𝑛≠0

0 𝐼𝑦 𝑛 𝑛 𝐼𝑥 0 − 0 𝐼𝑥 𝑛 𝑛 𝐼𝑦 0

𝐸𝑛 − 𝐸0
2

Kubo公式



TKNN

• 对于我们的2DEG而言，建立以下的模型：

• 电子在晶格间运动，忽略电子间的相互作用，且Fermi能在带隙间，也就
是说Fermi能下的能带全满，以上的能带全空。

• 由Bloch定理，在晶格中的波函数为：

𝜓𝑘  𝑟 = 𝑒𝑖𝑘⋅  𝑟𝑢𝑘( 𝑟)

• 其中𝑢𝑘( 𝑟)是周期函数：
𝑢𝑘  𝑟 = 𝑢𝑘  𝑟 +  𝑒 ,  𝑒 = 𝑎 𝑥 𝑜𝑟 𝑏  𝑦.

• 对𝑢𝑘( 𝑟)，Brillouin区：

𝑘𝑥 ∈ −
𝜋

𝑎
,
𝜋

𝑎
, 𝑘𝑦 ∈ −

𝜋

𝑏
,
𝜋

𝑏
• 这相当于将一个k空间的矩形在两个方向上首尾相连，也就是说，

Brillouin区和一个甜甜圈的表面，也就是torus 𝑇2在拓扑上是相同的。



TKNN

• 对于一个绝热系统，其Berry相位为：

𝛾𝑛 = 𝑖  𝑑2𝑅 ∇𝑅 × 𝑛 𝑡′ ∇𝑅 𝑛 𝑡′

• 将k空间取做参数空间，Berry联络为：

𝐴𝑖 𝑘 ≔ −𝑖 𝑢𝑘

𝜕

𝜕𝑘𝑖
𝑢𝑘

• 那么，在数学上可以证明，Berry相位是2𝜋的整数
倍，这被称为陈数：

 
𝑇2

𝑑2𝑘
𝜕𝐴𝑥

𝜕𝑘𝑦
−

𝜕𝐴𝑦

𝜕𝑘𝑥
= −2𝜋𝐶

（当然，对不同的能带𝛼，陈数𝐶𝛼也不同。）



TKNN

• 由Kubo公式可知电导为（𝛼, 𝛽均为已填充能带的项互相抵消）：

𝜎𝑥𝑦 = 𝑖ℏ  

𝐸𝛼<𝐸𝐹<𝐸𝛽

 
𝑻𝟐

𝑑2𝑘

2𝜋 2

𝜓𝒌
𝛼 𝐼𝑦 𝜓𝒌

𝛽
𝜓𝒌

𝛽
𝐼𝑥 𝜓𝒌

𝛼 − 𝜓𝒌
𝛼 𝐼𝑥 𝜓𝒌

𝛽
𝜓𝒌

𝛽
𝐼𝑦 𝜓𝒌

𝛼

𝐸𝛽 𝒌 − 𝐸𝛼 𝒌
2

• 通过一些计算，可以将其化为：

𝜎𝑥𝑦 =
𝑖𝑒2

ℏ
 

𝛼

 
𝑇2

𝑑2𝑘

2𝜋 2
𝜕𝑦𝑢𝑘

𝛼 𝜕𝑥𝑢𝑘
𝛼 − 𝜕𝑥𝑢𝑘

𝛼 𝜕𝑦𝑢𝑘
𝛼

• 可以发现，等式右边的积分就是我们得到过的陈数，于是我们得到：

𝜎𝑥𝑦 =
𝑒2

2𝜋ℏ
 

𝛼

𝐶𝛼

• 这个结果被称为TKNN公式。



Part III FQHE



目录 - FQHE

• FQHE的定性初步分析

• FQHE的理论解释
• Laughlin 态

• 复合粒子

• (composite particles)

·任意子统计



FQHE的定性初步分析

• 强关联的多体体系

• Coulomb相互作用与杂质势的竞争

• 量子角度下的二维电子气

• 磁场的作用



强关联的多体体系

• IQHE——单粒子拓扑行为 FQHE——多粒子拓扑行为

• 电子的相互作用项𝐻 =
1

2

1

4𝜋𝜀0
 𝑖≠𝑗

𝑒^2

|𝑟𝑖−𝑟𝑗|
占主导

• Black hole:通过在特定的材料中不断加强外磁场，我们可以实
现IQHE到FQHE的转变，即体系经历了一个从弱相互作用体系
到强相互作用体系的转变，这个过程中的相互作用强度到底是渐
变的，还是存在相变的临界点？



Coulomb相互作用与杂质势的竞争

• 总势能=杂质势(static)+库伦势(time-
dependent)

• 杂质势是静态的，其等势线形成像等高线
一样的闭合回路，而库伦势是随着粒子位
置的变化不断演化的

• 当𝑉𝐶𝑜𝑢𝑙𝑜𝑚𝑏 ≅ 𝑉𝑖𝑚𝑝𝑢𝑟𝑖𝑡𝑦或𝑉𝐶𝑜𝑢𝑙𝑜𝑚𝑏 ≫
𝑉𝑖𝑚𝑝𝑢𝑟𝑖𝑡𝑦时，导体内的等势线不再是静态
闭合的回路，因此电子从定域变成了离域



量子角度下的二维电子气

• 所有电子是不可分辨的全同粒子（费米子），是一群弥散在空间
中的波函数

• 库伦排斥势使两个相邻位置探测到电子的概率会相互影响

i.e. 我们在B点探测到电子的概率为𝑃𝐵，如果我们在A点已经探
测到电子，则在B点再探测到电子的概率为𝑃𝐵~𝐴（ < 𝑃𝐵）

• 电子形成了一种强关联的费米流体



磁场的作用

• 磁场使得电子“旋转”起来，同时找到最合适的能量状态

• 磁场的存在引入了矢势，在电子运动的过程中等效于为系统引入
了一个随时变化的参量，产生额外的相位差（berry phase），
影响着体系的统计规律



Preparation:朗道能级的角动量

• 选取对称规范 𝐴 =
1

2
𝐵 ×  𝑟 体系的机械动量𝜋 = 𝑝 + 𝑒𝐴

• 定义一套产生湮灭算符 𝑎 =
𝜋𝑥−𝑖𝜋𝑦

2𝑒ℏ𝐵
𝑎, 𝑎† = 1

• 再定义另一种“动量”  𝜋 = 𝑝 − 𝑒𝐴

• 同样可以定义一套产生湮灭算符b =
 𝜋𝑥+𝑖 𝜋𝑦

2𝑒ℏ𝐵
𝑏, 𝑏† = 1

• 不难验证 𝑎, 𝑏 = 𝑎†, 𝑏† = [𝑎, 𝑏† ] =[𝑎†, 𝑏]=0  

故两者可以有共同本征函数|𝑛, 𝑚 > =
(𝑎†𝑛)(𝑏†𝑚)

𝑛!𝑚!
|0,0 >



Preparation:朗道能级的角动量

• 我们现在来求解< 𝑥, 𝑦|0,0 >

• 引入复数坐标 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦,  𝑧 = 𝑥 − 𝑖𝑦

• 则b = −𝑖 2 𝑙𝐵
𝜕

𝜕𝑧
+

 𝑧

4𝑙𝐵
𝑏† = −𝑖 2 𝑙𝐵

𝜕

𝜕  𝑧
−

𝑧

4𝑙𝐵
𝑙𝐵 = ℏ/𝑒𝐵

• < 𝑥, 𝑦|0,0 > ~𝑒
−

𝑧 2

4𝑙𝐵
2

• < 𝑥, 𝑦|0, 𝑚 > =
(𝑏†𝑚)

𝑚!
< 𝑥, 𝑦|0,0 > ~𝑧𝑚𝑒− 𝑧 2/4𝑙𝐵

2

• 角动量算符𝐽 = 𝑖ℏ 𝑦
𝜕

𝜕𝑥
− 𝑥

𝜕

𝜕𝑦
= ℏ 𝑧

𝜕

𝜕𝑧
−  𝑧

𝜕

𝜕  𝑧

𝐽 |0, 𝑚 > = 𝑚ℏ|0, 𝑚 > 说明m代表了朗道能级的角动量量子数



理论解释𝚰 − 𝐋aughlin态

• 库伦势𝐻 =
1

2

1

4𝜋𝜀0
 𝑖≠𝑗

𝑒^2

|𝑟𝑖−𝑟𝑗|
是一个只跟电子相对距离大小有关的

势，在方向上具有各向同性，在取对称规范的前提下，这意味着
𝐿3, 𝐻 = 0，即𝐿3, 𝐻可以有共同的本征函数。

• 回忆一下我们之前给出过的，对于基态朗道能级，角动量为mℏ

的本征函数—— 𝜓𝑚~𝑧𝑚𝑒− 𝑧 2/4𝑙𝐵
2

𝑧 = 𝑥 − 𝑖𝑦

• Toy model: (两个粒子的情况)

做一个变量代换： 𝑧𝐶 =
𝑧1+𝑧2

2
𝑧 = 𝑧1 − 𝑧2

体系的波函数——𝜓𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙~(𝑧1 + 𝑧2)𝑀(𝑧1 − 𝑧2)𝑚𝑒−( 𝑧1
2+ 𝑧2

2)/4𝑙𝐵
2

其中M，m分别代表了质心角动量和相对角动量的量子数



理论解释𝚰 − 𝐋aughlin态

• 对于多体系统，这启示我们可以将波函数写成如下形式:

𝜓𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙~𝑓(𝑧1, …… 𝑧𝑁)𝑒−  𝑖=1
𝑁 𝑧𝑖

2/4𝑙𝐵
2

• 同时，波函数要满足交换反对称，Laughlin猜测，𝜈 = 1/𝑚的基
态波函数为：

𝜓𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 =  𝑖<𝑗(𝑧𝑖−𝑧𝑗)
𝑚 𝑒−  𝑖=1

𝑁 𝑧𝑖
2/4𝑙𝐵

2
𝑚 𝑖𝑠 𝑜𝑑𝑑.

• 对于坐标为𝑧1的粒子，我们找出所有包含𝑧1的项 𝑖=2
𝑁 (𝑧1−𝑧𝑖)

𝑚

最高次为m(N-1),故其最大半径为𝑅 ≈ 2𝑚𝑁𝑙𝐵

所以填充数𝜈 = 𝑁
𝜙0

𝜙
=

1

𝑚



理论解释II：复合费米子

• 如何处理磁场？

• 由Aharonov-Bohm effect，波函数的相位因子可以写成这样的形

式：exp  𝑖 𝑝 + 𝑒𝐴 ∙
𝑑𝑟

ℏ
,当粒子走过一圈时，相位因子变为

exp  𝑖 𝑝 + 𝑒𝐴 ∙
𝑑𝑟

ℏ
= exp  𝑖𝑝 ∙

𝑑𝑟

ℏ
+ 𝑖𝑒

𝜙

ℏ
其中 𝜙 =  𝐵 ∙ 𝑑𝑆

• 在我们的体系中，磁场在平面内产生了许多小的磁通漩涡，当电
子绕磁通漩涡旋转一圈时，为了保证波函数的单值性，要求

𝜓’𝑒 = exp[𝑖𝑛2𝜋]𝜓𝑒 故𝜙 =
𝑛ℎ

𝑒
对于最小的单元，𝑛 = 1 𝜙0 = ℎ/𝑒

（即磁通量子化）



理论解释II：复合费米子

• 如何放置电子？

• 为了最大程度地减小电子之间的相
互作用，我们选择将电子“放置”
在磁通漩涡上



Is this reasonable?

• 电子和布满平面的磁通漩涡的结合~均
匀分布的费米流体

• 电子与量子磁通的结合~电子与磁场之
间的相互作用

• 电子也影响着整个场中磁通漩涡的分布，
与其他放置在别的漩涡上的粒子~电子
之间的相互作用

• All in all，我们用intuitive的唯象理论
复刻了这个体系的特征



具体的例子与相应的解释

• 复合粒子（composite particles），
以下简称CP

CP=电子+量子磁通

• 回忆一下我们之前在IQHE中讲过的填
充数𝜈与朗道能级简并度D    总电子数

𝑁 = 𝜈𝐷 总的磁通的个数𝐷 =
𝑒𝐵𝑆

ℎ
=

𝜙

𝜙0

所以填充数𝜈实际上是CP中电子数与
磁通数的比值



Bosons or Fermions？

• 对电子来说，两个电子交换，波函数反号 𝜓’𝑒 = −𝜓𝑒

• 对量子磁通来说，两个磁通交换，波函数也反号 𝜓’𝑓𝑙𝑢𝑥 =
− 𝜓𝑓𝑙𝑢𝑥

• 举个栗子：𝜈 = 1/2的CP 𝜓𝐶𝑃= 𝜓𝑓𝑙𝑢𝑥𝜓𝑒𝜓𝑓𝑙𝑢𝑥，

交换后
𝜓′𝐶𝑃= (−𝜓𝑓𝑙𝑢𝑥) −𝜓𝑒 −ψflux = −𝜓𝑓𝑙𝑢𝑥𝜓𝑒𝜓𝑓𝑙𝑢𝑥 = − 𝜓𝐶𝑃

Fermions

• 同理，填充数𝜈不同的CP，有可能是玻色子or费米子，我们将其
归为任意子



再迈一小步

• 有了任意子的认识之后，我
们重新看一下FQHE的图

没有1/2，1/4的FQHE,Why？



• 𝜈 = 1/2，1/4，时，CP都是一群费米子（磁通已经和电子绑在
了一起↔没有外场）等效于没有磁场的自由电子气，就是一群费
米子独自美丽qaq

• 1/3，1/5？

1/3↔1/2的CP+一个磁通，1/5 ↔1/4的CP+一个磁通，

是以1/2，1/4为基底的𝜈 = 1的整数量子霍尔效应

• 再看一个稍微奇怪一些的2/5，2/3

2/5=（一个电子+两个磁通）*2+一个磁通——>以1/2为基底的
𝜈 = 2的整数量子霍尔效应

2/3=（一个电子+两个磁通）*2-一个磁通——>以1/2为基底的
𝜈 = 2的整数量子霍尔效应，再把磁场反向

再迈一小步



FQHE结构的自相似性



任意子统计(Anyons)

• 在一维情况下，我们有置换群
(permutation group)，其一维的平
凡表示1和非平凡表示(−1)𝜎分别对
应了玻色子和费米子

• 在二维情况下，我们有编织群
(braid group)——>任意子统计

• 任意子统计中，当我们交换两个粒
子时

𝜓’ = 𝑒𝑖𝜃𝜓

如何理解？



几何相的理解

• 我们让体系的一个参数R缓慢地变化，在参数空间R(t)中沿着一
个回路C运动。根据上面讲过的绝热近似的理论

𝜓𝑅 𝑡𝑓
𝑡𝑓 = exp(−

𝑖

ℏ
 
𝑡𝑖

𝑡𝑓

𝑑𝑡′𝐸 𝑅 𝑡′ + 𝑖𝜑𝐶)𝜓𝑅 𝑡𝑖
𝑡𝑖

𝜑𝐶 = 𝑖  
𝐶

< 𝜓𝑅 𝑡 |∇𝑅 𝑡 𝜓𝑅 𝑡 > 𝑑𝑅(𝑡)

• 对应于磁场我们有 𝜑𝐶 = 𝑒
𝜙

ℏ
，根据磁通量子化𝜑𝐶 = 2𝑛𝜋

• 当我们将两个粒子放置于磁场之中并再交换它们的位置时，就会
产生额外的几何相



Part IV QHE和前沿



陈绝缘体

• 之前介绍的TKNN公式给出了电导和陈数的关系。当 𝛼 𝐶𝛼非零
时，体系就具有了整数量子霍尔效应的性质，被称为陈绝缘体。

• 陈绝缘体的一个特性是不具有时间反演对称性。一个能带的陈数
可以写为：

𝐶𝛼 = 𝑖  
𝑇2

𝑑2𝑘 𝜕𝑦𝑢𝑘
𝛼 𝜕𝑥𝑢𝑘

𝛼 − 𝜕𝑥𝑢𝑘
𝛼 𝜕𝑦𝑢𝑘

𝛼

• 可以得出，陈数在时间反演下变号。

• 这也就是说，所有具有时间反演对称性的体系具有零陈数。陈绝
缘体一定不具有时间反演对称性。



量子自旋霍尔效应(QSH)

• 虽然陈绝缘体不可能具有时间反演对称性

• 由于存在Kramers简并，在具有时间反演对称性的二维材料的边
界上，可能存在互为时间反演态的两组简并的边界态，其自旋相
反，手征相反，且没有耦合。

• 这样的两组边界态的陈数互为相反数。

• 在总陈数为0的情形下，它们各自的陈数不为0，各自具有整数量
子霍尔效应。此时的现象称为量子自旋霍尔效应(QSH)，是上下
自旋分别的IQHE的叠加。

• 具有QSH的材料被称为拓扑绝缘体。



拓扑绝缘体

QSH —— 拓扑绝缘体

IQHE —— 陈绝缘体



量子反常霍尔效应(QAHE)

• 磁性拓扑绝缘体(Bi, Sb)2Ti3
• 通过铁磁性破坏拓扑绝缘体的时
间反演对称性，使其成为陈绝缘
体

• 零外场下, 霍尔电阻达到
ℎ

𝑒2,  横向

电阻大幅减少

• 加入外场后, 霍尔电阻维持在量子
平台上, 横向电阻消失
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