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量子体系（或解决量子问题），从根本上说，就是建立

各种表象以及找到各种表象之间的联系

Picture：表象、绘景 （提问）

例如：薛定谔表象    各种相互作用表象

坐标表象    Fock态（粒子数）表象    相干态表象

 角动量的耦合表象    非耦合表象

海森堡表象（绘景）

解决量⼦问题的原则

各种表象之间的变换只是数学形式不同，本质上描述的是同样的

物理实在，表现为：在不同的表象中，物理量的期望值不变

提问：从测量的角度如何理解？

20240919
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第二章 粒子数表象

一、全同粒子体系与交换对称性 

二、粒子数表象 

三、玻色子和费米子单体算符表达式 

四、二次量子化的由来

五、思考题（作业）
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讲课原则：从“根”处开始

全同粒子体系与波函数交换对称性

粒子数表象 坐标表象

玻色子，费米子单粒
子态函数（泡利原理）

例子：谐振子
𝑎!, 𝑎的运算规则

例子：双粒子波函数，
并推广到多粒子波函数

等
价

玻色子和费米子单体算符表达式

算符在不同表象间等价
（坐标表象和粒子数表象）

提问：两个全同费米子为什么不能处在同一个量子态上？
      为什么玻色子可以凝聚在最低能态？（BEC）
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1、全同粒⼦：微观世界中具有相同内禀属性的粒⼦

l 宏观世界中，相同的物体⽤标号区分，即坐标表象

l 微观世界中，如果在坐标表象中，如何表达？（提问）

l 单粒⼦态：⽆相互作⽤时，全同粒⼦体系中的单个粒⼦有

相同（外界环境、物理条件相同）的单粒⼦态

内秉属性：静质量、电荷、⾃旋、磁矩等

粒⼦：电⼦、质⼦、中⼦、光⼦、π介⼦等

⼀、全同粒⼦体系与交换对称性

参考书：曾谨⾔《量⼦⼒学》第三版 I中P109，452，II中P84
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2. 全同粒子的特点：交换粒子的指标（编号）

不会导致物理量测量结果的改变

例子：氦原子中两电子组成体系的哈密顿量

ℋ =
𝑝!"

2𝑚
+
𝑝""

2𝑚
−
2𝑒"

𝑟!
−
2𝑒"

𝑟"
+

𝑒"

|𝑟! − 𝑟"|

交换对称性

𝑷𝟏𝟐,ℋ = 0

𝑷𝟏𝟐：交换算符

交换指标1,2时，哈密顿量不变

交换对称性如何反映在波函数上？
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3. 定义交换算符𝑷𝒊𝒋：第 i 个和第 j个粒子交换指标

N粒子体系波函数为𝜓(𝑞!, 𝑞", … , 𝑞# , … , 𝑞$ , … , 𝑞%)，将交换算

符作用上去得到 𝑃#$𝜓 … , 𝑞# , … , 𝑞$ , … = 𝜓 … , 𝑞$ , … , 𝑞# , …

如果作用两次，则回到原有的波函数

𝑃#$%𝜓 … , 𝑞#, … , 𝑞$, … = 𝜓 … , 𝑞#, … , 𝑞$, …

那么𝑃#$的本征值就需要满足 𝑃#$%𝜓 = 𝜆%𝜓 = 𝜓

取𝜆 = ±1，就可以得到两种波函数

𝑃#$𝜓 = −𝜓 → 波函数反对称

𝑃#$𝜓 = 𝜓 → 波函数对称

这暗示了自然界中仅有两类全同粒子



8

4. 玻色子与费米子的定义

玻色子 费米子

自旋 0ℏ, 1ℏ, 2ℏ… ℏ
2
,
3ℏ
2
,
5ℏ
2
…

例子 光子、π介子 电子、质子

统计 玻色统计 费米统计

波函数 交换对称 交换反对称

思考：典型的玻色体系和费米体系的物理现象？
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5. 两个全同粒子体系

l 单粒子态波函数 ℎ 𝑞 𝜑& 𝑞 = 𝜀&𝜑& 𝑞

l 若ℋ = ℎ 𝑞! + ℎ 𝑞" ，并且只有两个单粒子态，且每

个 态 上 各 有 一 个 粒 子 ， 则 𝜑&! 𝑞! 𝜑&" 𝑞" ，

𝜑&! 𝑞" 𝜑&" 𝑞! 以及它们的线性组合都是能量为𝜀&! +

𝜀&"的本征态。但对于其它的物理量，就不一定有交换

简并了

l   如果：对其它物理量也应该满足交换简并

            波函数交换对称或者反对称
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l 玻色子体系：波函数交换对称 （自己推）

当𝑘! ≠ 𝑘"时

𝜑%!%"& 𝑞!, 𝑞" =
1
2
1 + 𝑃!" 𝜑%! 𝑞! 𝜑%" 𝑞"

=
1
2
[𝜑%! 𝑞! 𝜑%" 𝑞" + 𝜑%! 𝑞" 𝜑%" 𝑞! ]

当𝑘! = 𝑘"时

         𝜑%%& 𝑞!, 𝑞" = 𝜑% 𝑞! 𝜑% 𝑞"
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l 费米子体系：波函数交换反对称（自己推）

当𝑘! ≠ 𝑘"时

𝜑&'&%( 𝑞', 𝑞% =
1
2
1 + 𝑃'% 𝜑&' 𝑞' 𝜑&% 𝑞%

=
1
2
𝜑&' 𝑞' 𝜑&% 𝑞% − 𝜑&' 𝑞% 𝜑&% 𝑞'

=
1
2
𝜑&' 𝑞' 𝜑&' 𝑞%
𝜑&% 𝑞' 𝜑&% 𝑞%

当𝑘! = 𝑘"时，𝜑%%' 𝑞!, 𝑞" = 0。

此时无物理意义，即泡利不相容原理，说明两个全同费米

子不能处在同一个粒子态上
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6. N个玻色子和费米子体系的波函数 （坐标表象）

l N个玻色子体系：可以有任意个玻色子处于相同的单粒子态

（如BEC）。如果N个玻色子处于k个态。记𝑛'个处于第一个态，

𝑛%个处于第二个态，𝑛&个处于第k个态，则∑#)'& 𝑛# = 𝑁。

⋮
⋮

𝑛7

𝑛8

𝑛9:7

𝑛9

𝝋𝟏

𝝋𝟐

𝝋𝒌:𝟏

𝝋𝒌
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由玻色子交换对称性可以得到 

𝜓!!,…,!"
$ 𝑞%, 𝑞&, … , 𝑞'

=
1

𝑁𝑜𝑟𝑚
2
(

[𝜑% 𝑞% …𝜑% 𝑞!!
!!个)!波函数

𝜑& 𝑞!!*% …𝜑& 𝑞!!*!#
!#个)#波函数

…

𝜑+ 𝑞'
!"个)"波函数

]

   求和号下的P 表示取遍所有置换的结果

l 取遍所有置换的态个数是𝑁𝑜𝑟𝑚个

𝑁𝑜𝑟𝑚 =
𝑁!

𝑛%! 𝑛&! … 𝑛,!
=

𝑁!
∏-.%
+ 𝑛-!

于是，N 个玻色子体系波函数可以写成

𝜓!!,…,!"
$ (𝑞%, 𝑞&, … , 𝑞') =

∏-.%
+ 𝑛-!
𝑁! 2

(

[𝜑+% 𝑞% …𝜑+' 𝑞' ]
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l N个费米子体系： N 个费米子分别处于1,2,3,…N 

态上，反对称波函数如下：

𝜓!,…,;' 𝑞!, 𝑞", … , 𝑞;

=
1
𝑁!

𝜑! 𝑞! ⋯ ⋯ 𝜑! 𝑞;
𝜑" 𝑞! ⋱ ⋯ 𝜑" 𝑞;
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝜑; 𝑞! ⋯ ⋯ 𝜑; 𝑞;

这也称作Slater行列式。

如果有两个粒子处在同一个单粒子态上，行列

式为零，再次验证泡利不相容原理
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第二章 粒子数表象

一、全同粒子体系与交换对称性 

二、粒子数表象 

三、玻色子和费米子单体算符表达式 

四、二次量子化的由来

五、思考题（作业）



16

⼆、粒⼦数表象

粒子数表象：仅用粒子数目来表示全同粒子体系中单

粒子态的占据情况

玻色子 费米子

坐标表象 𝛙𝐧𝟏,…,𝐧𝐤
𝐒 (𝐪𝟏, 𝐪𝟐, … , 𝐪𝐍) 𝛙𝟏,…,𝐍

𝐀 𝐪𝟏, 𝐪𝟐, … , 𝐪𝐍
两者等价

粒子数表象 | ⟩𝐧𝟏𝐧𝟐…𝐧𝐤 | ⟩𝛂𝛃𝛄… 或|𝟏𝛂𝟏𝛃 H𝟏𝛄…

全同体系中 qi , qj 在 φS 和 φA 中地位均等，编号没有意义

只用每个单粒子态上的占据数表示就可以了
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2.1  粒子数表象中的升降算符表示

粒子数表象中的升降算符也叫产生湮灭算符(creation &

annihilation operators)

i. 玻色子体系中，升降算符定义为（注意：用一个粒子定义的）

| H141516… = 𝑎4
7𝑎5

7𝑎6
7… | H040506… = 𝑎4

7𝑎5
7𝑎6

7… | ⟩0

𝑎4𝑎5𝑎6… | H141516… = | ⟩0 ≠ 0

伴式为

⟨…𝟏𝛾𝟏𝛽𝟏𝛼 = ⟨0 …𝑎6 𝑎5𝑎4
在各个模式独立的情况下，只考虑第一个模式

⟩14 = 𝑎4
7 ⟩0

问题：那么 ⟩𝑛4 = 𝑎4
7 8

⟩0 是否正确呢？
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ii. 费米子体系中，升降算符定义为

| H141516… = | ⟩𝛼𝛽𝛾… = 𝑎4
7𝑎5

7𝑎6
7… | ⟩0

…𝑎6 𝑎5𝑎4| ⟩𝛼𝛽𝛾 … = | ⟩0 ≠ 0

伴式为

⟨… 𝛾𝛽𝛼 = ⟨0 …𝑎6 𝑎5𝑎4
只考虑一个费米子

⟩𝛼 = 𝑎4
7 ⟩0
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2.2  升降算符的运算规则

思考：粒子数表象中，玻色子体系和费米子体系的升降算符𝑎

和	𝑎7的排布的顺序 如何？

考虑一个两粒子体系，单粒子态波函数为𝜑4和𝜑5。

i. 玻色子体系

坐标表象：
'
%
[𝜑4 𝑞' 𝜑5 𝑞% + 𝜑4 𝑞% 𝜑5 𝑞' ]

粒子数表象：| ⟩𝟏', 𝟏% = 𝑎4
7𝑎5

7| ⟩0

由于玻色子体系波函数交换对称，| ⟩𝟏', 𝟏% = | ⟩𝟏%, 𝟏' 。所以

𝑎4
7𝑎5

7 = 𝑎5
7𝑎4

7
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ii. 费米子体系

坐标表象：
%
&
[𝜑2 𝑞% 𝜑3 𝑞& − 𝜑2 𝑞& 𝜑3 𝑞% ]

粒子数表象：| ⟩𝛼, 𝛽 = 𝑎2
4𝑎3

4| ⟩0

由于费米子波函数交换反对称，| ⟩𝛼, 𝛽 = −| ⟩𝛽, 𝛼 。所以

𝑎2
4𝑎3

4 = −𝑎3
4𝑎2

4

也记为

𝑎2
4 , 𝑎3

4
*
= 0

同理可证 𝑎2 , 𝑎3 *
= 0

后面会用到这个性质：越过一个单粒子态，就改变一次符号

并且𝛼 = 𝛽时，𝑎3
4𝑎3

4 = 𝑎2
4𝑎2

4 = 0，又一次验证了泡利不相容原理
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以三个全同费米粒子为例

对于产生算符

𝑎𝟏
7𝑎𝟐

7𝑎𝟑
7 ⟩𝟎𝟏, 𝟎𝟐 , 𝟎𝟑 = 𝑎𝟏

7𝑎𝟐
7𝑎𝟑

7 ⟩𝟎𝟑, 𝟎𝟐 , 𝟎𝟏

= 𝑎𝟏
7𝑎𝟐

7 ⟩𝟏𝟑, 𝟎𝟐 , 𝟎𝟏 = 𝑎𝟏
7𝑎𝟐

7 ⟩𝟎𝟐, 𝟏𝟑 , 𝟎𝟏

= 𝑎𝟏
7 ⟩𝟏𝟐, 𝟏𝟑 , 𝟎𝟏 = 𝑎𝟏

7 ⟩𝟏𝟐, 𝟎𝟏 , 𝟏𝟑

= 𝑎𝟏
7| ⟩𝟎𝟏, 𝟏𝟐 , 𝟏𝟑 = | ⟩𝟏𝟏, 𝟏𝟐 , 𝟏𝟑

对于湮灭算符

𝑎𝟏𝑎𝟐𝑎𝟑 ⟩𝟏𝟏, 𝟏𝟐 , 𝟏𝟑 = 𝑎𝟏𝑎𝟐𝑎𝟑 ⟩𝟏𝟑, 𝟏𝟏 , 𝟏𝟐 两次交换

= 𝑎𝟏𝑎𝟐 ⟩𝟎𝟑, 𝟏𝟏 , 𝟏𝟐 = −𝑎𝟏𝑎𝟐 ⟩𝟏𝟐, 𝟎𝟑, 𝟏𝟏 两次交换

= −𝑎𝟏 ⟩𝟎𝟐, 𝟎𝟑 , 𝟏𝟏 = −𝑎𝟏 ⟩𝟏𝟏, 𝟎𝟐 , 𝟎𝟑 两次交换

= −| ⟩𝟎𝟏, 𝟎𝟐 , 𝟎𝟑

𝑎𝟏𝑎𝟐𝑎𝟑…𝒂𝒏| ⟩𝟏𝟏, 𝟏𝟐 , 𝟏𝟑, … 𝟏𝒏 = (−𝟏)
𝒏(𝒏<𝟏)

𝟐 | ⟩𝟎𝟏, 𝟎𝟐 , 𝟎𝟑, … 𝟎𝒏
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玻色子体系

l证明	 𝑎C
D , 𝑎E = 0 (𝛼 ≠ 𝛽) （自己推）

这个性质来源于玻色子波函数的交换对称性

𝑎E𝑎C
D 	𝑎E

D𝑎F
D… | ⟩0 = +𝑎E𝑎E

D𝑎C
D𝑎F

D… | ⟩0

= +𝑎C
D𝑎F

D… | ⟩0

= +𝑎C
D𝑎E𝑎E

D𝑎F
D… | ⟩0

所以   𝑎E𝑎C
D = 𝑎C

D𝑎E
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玻色子体系最重要的对易关系： 𝑎C , 𝑎C
D = 𝟏

l 下面可以看到：利用	 𝑎' , 𝑎'
( = 𝟏 以及波函数的交

换对称性，可以得到玻色子体系的所有性质

（ 𝑎4 , 𝑎4
7 = 𝟏来源于量子力学基本假设：[x, p]=ih）

下面几页将证明只有一个单粒子态k时 (可表示为 |nk>)

递推关系和粒子数算符的本征值、本征态

（回答其中一个问题： ⟩𝑛4 = 𝑎4
7 8

⟩0 是否正确呢？）

以下的证明参考了田光善老师的《高等量子力学讲义》



24

下面推导玻色子体系中的递推关系：

要想生成|nk>, 就需要ak+作用在|0k>上n次，即

若算符  ，则

利用基本对易式：

我们得到 （A）式：
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利用恒等关系式：

可以得到：

代入上页的（A）式，得到：

也就是说：                  是算符       的本征态，本征值是 n

下面就是要确定归一化系数 dn
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根据归一化条件，可以得到：（自己推）

已经知道：                       所以有：

最后可以得到 （B）式：
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从（B）式，我们可以得到以下递推关系：（自己推）

同时可验证：       |n> = n|n>                                                

最后，多维（模式）玻色子体系的粒子数态可以写为：
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综合以上情况，玻色子体系有以下性质：

𝑎4, 𝑎5
7 = 𝛿45

𝑎4
7 , 𝑎5

7 = 𝑎4, 𝑎5 = 0
   

以及相邻粒子数态间的递推关系

至此，玻色子

的粒子数表象

建立起来了

|n> = n|n>                                                
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ii. 费米子体系 （ 和21页同）

坐标表象：
%
&
[𝜑2 𝑞% 𝜑3 𝑞& − 𝜑2 𝑞& 𝜑3 𝑞% ]

粒子数表象：| ⟩𝛼, 𝛽 = 𝑎2
4𝑎3

4| ⟩0

由于费米子波函数交换反对称，| ⟩𝛼, 𝛽 = −| ⟩𝛽, 𝛼 。所以

𝑎2
4𝑎3

4 = −𝑎3
4𝑎2

4

也记为

𝑎2
4 , 𝑎3

4
*
= 0

同理可证 𝑎2 , 𝑎3 *
= 0

后面会用到这个性质：越过一个单粒子态，就改变一次符号

并且𝛼 = 𝛽时，𝑎3
4𝑎3

4 = 𝑎2
4𝑎2

4 = 0，又一次验证了泡利不相容原理
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费米子体系

l证明 𝑎C
D , 𝑎E G

= 0 (𝛼 ≠ 𝛽) （自己推）

这个性质来源于波函数的交换反对称

𝑎E𝑎C
D𝑎E

D𝑎F
D… | ⟩0 = −𝑎E𝑎E

D𝑎C
D𝑎F

D… | ⟩0

= −𝑎C
D𝑎F

D… | ⟩0

= −𝑎C
D𝑎E𝑎E

D𝑎F
D… | ⟩0

所以  𝑎E𝑎C
D + 𝑎C

D𝑎E = 0
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l 费米子体系中，可以验证： 𝑎4, 𝑎4
7
> = 1 （自己推）

l 特别说明：对易关系不是全同性带来，而是费米

子特有的性质

(1)| ⟩𝛼 态占据

𝑎4𝑎4
7| ⟩𝛼𝛽𝛾 … = 𝑎4𝑎4

7𝑎4
7𝑎5

7𝑎6
7… | ⟩0 = 0

𝑎4
7𝑎4 ⟩𝛼𝛽𝛾 … = 𝑎4

7 ⟩𝛽𝛾 … = | ⟩𝛼𝛽𝛾…

两式相加可得𝑎4𝑎4
7 + 𝑎4

7𝑎4 = 1

(1)| ⟩𝛼 态不占据

𝑎4𝑎4
7 ⟩𝛽𝛾 … = 𝑎4 ⟩𝛼𝛽𝛾 … = | ⟩𝛽𝛾 …

𝑎4
7𝑎4| ⟩𝛽𝛾 … = 0

两式相加可得 𝑎4𝑎4
7 + 𝑎4

7𝑎4 = 1
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l 𝑎4, 𝑎4
7作用在费米子粒子数态上的一般规则

𝑎4
7| ⟩…𝑛4… = −1 ∑#$%

&'% 8#| ⟩…14… 𝛿8&,@

𝑎4| ⟩…𝑛4… = −1 ∑#$%
&'% 8#| ⟩…04… 𝛿8&,'

𝑎4
7要越过 𝑎'

7 8% , … 𝑎4<'
7 8&'%

才能对| ⟩𝑛4 态起作用

综合以上情况，费米子体系有性质

U
𝑎4
7 , 𝑎5 >

= 𝛿45

𝑎4
7 , 𝑎5

7
>
= 𝑎4, 𝑎5 >

= 0

至此，费米子的粒子数表象建立起来了
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总之：

 由粒子的全同性 （波函数的交换对称性）+ 对易关系，

 玻色子和费米子体系的所有性质都可以得到

 即粒子数表象建立

下面将以一维谐振子的量子化为例说明玻色子体系的情况

当然，一维谐振子只是玻色子体系的一个特例
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2.3  一维谐振子的量子化

a) 一维谐振子的量子化过程

i. 目的：腔中电磁场的哈密顿量与谐振子有相同的形式，量子化

后产生的“量子”应具有相同的形式或性质

ii. Model setup：问题是什么？

ℋ =
𝑝A%

2𝑚
+
1
2
𝑘𝑥%, 𝜔@ = 𝑘/𝑚

经典情况下，利用𝐹 = 𝑚𝑎求运动方程，发现模式是连续的，

能量也是连续的。而量子力学中，能量是分立的、不连续的。

        代入定态薛定谔方程：

ℋ| ⟩𝜓 = 𝐸| ⟩𝜓

        寻找ℋ的一系列本征值𝐸8, 𝑛 = 0,1,2, …
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iii. 具体求解过程

− ℏ#

&6
7#

78#
+ %

&
𝑚𝜔9𝑥& 𝜓 𝑥 = 𝐸𝜓 𝑥 (1)

• 考虑边界条件𝑥 → ±∞时，𝜓 𝑥 → 0

• 作代换𝜉 = 𝛼𝑥，𝜆 = :$
ℏ;$/&

，其中α = ⁄𝑚𝜔9 ℏ，原方程(𝟏)

变为

7#=
7>#

+ 𝜆 − 𝜉& 𝜓 = 0 (2)

𝜉 → ±∞时，方程可渐进为

𝑑&𝜓
𝑑𝜉&

− 𝜉&𝜓 = 0

其通解为𝜓 = 𝐶𝑒±>#/&

• 根据波函数的特性，得到𝜓 = 𝐶𝑒@>#/&。

• 由此得到方程的通解为   𝜓 = 𝑒@
%#
# 𝑢(𝜉)，代入(2)得

7#A
7>#

− 2𝜉 7A
7>
+ 𝜆 − 1 𝑢 = 0 (3)
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iv. 解是什么?

• 𝜆 = 2𝑛 + 1符合方程 (3) 和边界条件，解得能量本征值

为𝐸! = 𝑛 + %
&
ℏ𝜔9。其中 𝑛 = 0,1,2, …

• 解得的波函数为

𝜓! 𝑥 = 𝑁!𝑒
@2

#8#
& 𝐻! 𝛼𝑥

其中𝑁! =
2

B&&!!
，𝐻!(𝛼𝑥)为Hermite多项式

注意：这和之前的粒子数态 | ⟩𝑛  相联系 
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v.讨论

• 能级分立，并且均匀分布，能量基态为𝐸@ =
'
%
ℏ𝜔@

• 𝜓8 𝑥 正交完备

• 正则变换

在ℋ̂ = B(

%C
+ '
%
𝑘𝑥%中，令ℏ = 𝜔@ = 𝑚 = 1，就可以得到

ℋ̂ =
1
2
(𝑥% + 𝑝%)

令_ 𝑎 = (𝑥 + 𝑖𝑝)/ 2
𝑎7 = (𝑥 − 𝑖𝑝)/ 2

，于是   _ 𝑥 = (𝑎 + 𝑎7)/ 2
𝑝 = −𝑖(𝑎 − 𝑎7)/ 2

，

可得  ℋ̂ = (𝑎7𝑎 + 1/2)ℏ𝜔@

由 𝑥, 𝑝 = 𝑖，可推得 𝑎, 𝑎7 = 1
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b) Fock态（粒子数态）

i. 问题：找出ℋ̂ = (𝑎7𝑎 + 1/2)ℏ𝜔@的本征态 （ 𝑎, 𝑎7 = 1）

定义number operator a𝑛 = 𝑎7𝑎，那么 ℋ̂, a𝑛 = 0。则ℋ̂, a𝑛有共同

本征态| ⟩𝑛 。即为Fock态，也叫粒子数态 (number state)。

假设ℋ̂| ⟩𝑛 = 𝐸8| ⟩𝑛 ，𝐸8 =?

首先证明：𝑎| ⟩𝑛 和𝑎7| ⟩𝑛 也是ℋ̂的本征态，但与| ⟩𝑛 差一个量子

（这里是声子，也可能是光子），即：

ℋ𝑎| ⟩𝑛 = (𝐸8 − ℏ𝜔@)𝑎| ⟩𝑛

ℋ𝑎7| ⟩𝑛 = (𝐸8 + ℏ𝜔@)𝑎7| ⟩𝑛



40

𝑎| ⟩𝑛 | ⟩𝑛 𝑎4| ⟩𝑛

能量本征值 𝐸! − ℏ𝜔9 𝐸! 𝐸! + ℏ𝜔9

本征态 | ⟩𝑛 − 1 | ⟩𝑛 | ⟩𝑛 + 1

相邻本征能量之间差一个量子

证明：利用 𝑎, 𝑎7 = 1  （自己推）

ℋ𝑎| ⟩𝑛 = ℏ𝜔@(𝑎7𝑎 + 1/2)𝑎| ⟩𝑛 = ℏ𝜔@(𝑎𝑎7 − 1/2)𝑎| ⟩𝑛

= 𝑎 ℏ𝜔@ 𝑎7𝑎 +
1
2
− ℏ𝜔@ | ⟩𝑛 = (𝐸8 − ℏ𝜔@)𝑎| ⟩𝑛

第二式同理可证。 
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ii. 确定𝐸!的值：能量量子性的体现

下界:

重复𝑎| ⟩𝑛 操作n次后，得到ℋ𝑎| ⟩0 = (𝐸9 − ℏ𝜔9)𝑎| ⟩0 。而𝐸9 − ℏ𝜔9
比基态能量𝐸9低，物理上不合理，所以𝑎| ⟩0 = 0。      从而，

ℋ| ⟩0 = ℏ𝜔9(𝑎4𝑎 + 1/2)| ⟩0 =
1
2ℏ𝜔9|

⟩0

零点能量𝐸9 =
%
&
ℏ𝜔9为半个量子，这是谐振子体系能量的下界

上界: 𝐸8 = (𝑛 + '
%
)ℏ𝜔@，当𝑛 → ∞时能量无上界
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l Fock态的重要性（量子光学中光子的角度）

能级问题：𝑚ℏ𝜔@，其中m为整数，只有𝜔@的整数倍，包

含m个光子的能量

以上建立的是Fock态表象，将来的相干态（压缩态）表

象是Fock态的某种叠加（表象变换），即| ⟩𝛼 = ∑8 𝑐8(𝑡)| ⟩𝑛

思考：Fock态的能级为什么是等间隔的？
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iii. | ⟩𝑛 与| ⟩𝑛 + 1 的递推关系 （自己推）

由于𝑎| ⟩𝑛 是ℋ能量为𝐸! − ℏ𝜔9的本征态，所以

𝑎 ⟩𝑛 = 𝑥 ⟩𝑛 − 1 ⟺ ⟩𝑛 − 1 = (𝑎/𝑥) ⟩𝑛

由于波函数的正交归一性

𝑛 − 1 𝑛 − 1 = 1 ⇒
1
𝑥& 𝑛 𝑎4𝑎 𝑛 = 1 ⇒ 𝑥 = 𝑛

𝑎 ⟩𝑛 = 𝑛 ⟩𝑛 − 1

同理可得

𝑎4| ⟩𝑛 = 𝑛 + 1| ⟩𝑛 + 1

递推可以得到| ⟩𝑛 与| ⟩0 之间的关系

| ⟩𝑛 =
𝑎4!

𝑛!
| ⟩0

到这里，玻色子全同粒子体系中，ℋ̀和a	𝑛的本征态和本征值以及

它们之间的联系找到了-----表象建立起来了
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iv. 真空（态）涨落(vacuum （state） fluctuation)：

  真空态| ⟩0 下物理量的涨落， | ⟩0 是一系列粒子数态| ⟩𝑛 中的

最低（粒子数和能量）态；在| ⟩𝑛 上粒子数和能量不涨落，其

它物理量（和H不对易）涨落

---真空涨落实际上是真空态下其它物理量（和H不对易）的

涨落

v. 推广到多维谐振子体系

一维→ :ℋ = ℏ𝜔) 𝑎(𝑎 + !
"

→ | ⟩𝑛

多维 → :ℋ = ∑& ℏ𝜔& 𝑎&
(𝑎& +

!
"

→ | ⟩𝑛!, 𝑛", … , 𝑛& , … ≡ | ⟩{𝑛&}

物理上说，多维模式间是相互独立的
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第二章 粒子数表象

一、全同粒子体系与交换对称性 

二、粒子数表象 

三、玻色子和费米子单体算符表达式 

四、二次量子化的由来

五、思考题（作业）
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三、玻色子和费米子单体算符表达式

1. 玻色子体系单体算符

坐标表象中： g𝐹 = ∑#)'D h𝑓(𝑞#)

其中，𝑞#为粒子的指标， h𝑓为单粒子算符。 g𝐹可以是N个粒子

的总能量、总动量或者总粒子数等等

粒子数表象中： g𝐹 = ∑4,5 𝑓45𝑎4
7𝑎5

其中，𝛼, 𝛽为单粒子态的标记。𝑓45 = 𝜑4 h𝑓 𝜑5 为单粒子态下

的算符矩阵元   

               （问题）
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下面验证粒子数表象中 g𝐹的正确性

l 说明：单体算符 h𝑓(𝑞)应该只涉及一个粒子的某种物理量改变，

而不涉及其他粒子。所以 h𝑓只能在初末态相同时，或初末态只

差一个单粒子数时， h𝑓的矩阵元才不为0

i. 坐标表象中 （图）

𝜓8%,..,8)
𝑞', … , 𝑞D

=
∏# 𝑛#!
𝑁!

l
F

𝜑' 𝑞' …𝜑' 𝑞8% 𝜑% 𝑞8%>' …𝜑% 𝑞8%>8( …𝜑& 𝑞D

求和号下的P表示取遍所有置换的结果

⋮
⋮

𝑛'

𝑛%

𝑛&

𝑛&>'
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计算 c𝐹的各矩阵元有                                            c𝐹 = ∑-.%' f𝑓(𝑞-)

𝜓!!,..,!" c𝐹 𝜓!!' ,..,!"' =2
-

𝜓!!,..,!" f𝑓(𝑞-) 𝜓!!' ,..,!"'

由于每个 f𝑓(𝑞-)在波函数中的地位均等，所以表达式应该相同，可得

𝜓!!,..,!" c𝐹 𝜓!!' ,..,!"' = 𝑁 𝜓!!,..,!" f𝑓(𝑞%) 𝜓!!' ,..,!"'

(1) 初末态相同时，设𝑞%粒子为𝜑+态，则𝑓++ = 𝜑+(𝑞%) f𝑓(𝑞%) 𝜑+(𝑞%) 。其余

N-1个粒子有
'@% !

!!!!#!…!"(!!(!"@%)!!")!!…
种排布方式，可得

𝜓!!,..,!" c𝐹 𝜓!!,..,!"

= 𝑁
∏- 𝑛-!
𝑁!

∏- 𝑛-!
𝑁!

2
+

𝑁 − 1 !
𝑛%! 𝑛&! … 𝑛+@%! (𝑛+ − 1)! 𝑛+*%! …

𝑓++

=2
+

𝑛+𝑓++
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初末态相同时（右）

初末态不同时（下）
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(2) 初末态只差一个单粒子时（图）: 设𝑞%粒子由𝜑+态变为𝜑G态。则

初态为𝜓!!,..,!*,…,!",…，末态为𝜓!!,..,!**%,…,!"@%,…。对应的单粒子算符

矩阵元为𝑓H+，𝑓G+ = 𝜑𝒋(𝑞%) f𝑓(𝑞%) 𝜑+(𝑞%)

此时其余N-1个粒子有
'@% !

!!!!#!…!*!…(!"@%)!…
种排布方式（𝑛-可能是0），

可得

𝜓*",..,*#-.,…,*$0.,… +𝐹 𝜓*",..,*#,…,*$,…

= 𝑁
𝑛.! … 𝑛1 + 1 !… 𝑛2 − 1 !…

𝑁!
𝑛.! … 𝑛1! … 𝑛2 ! …

𝑁!
𝑁 − 1 !

𝑛.! 𝑛3! … 𝑛1! … (𝑛2 − 1)!…
𝑓12

= 𝑛H + 1 𝑛+𝑓H+



51

以初态为| ⟩𝟐, 𝟏, 𝟎 为例

𝝍 𝒒𝟏, 𝒒𝟐, 𝒒𝟑

=
𝟏
𝟑
[𝝋𝟏 𝒒𝟏 𝝋𝟏 𝒒𝟐 𝝋𝟐 𝒒𝟑 +𝝋𝟏 𝒒𝟏 𝝋𝟐 𝒒𝟐 𝝋𝟏 𝒒𝟑 +𝝋𝟐 𝒒𝟏 𝝋𝟏 𝒒𝟐 𝝋𝟏 𝒒𝟑 ]

1.当初末态相同时

⟨𝝍|𝑭̀ ⟩𝝍 = 𝟑⟨𝝍 𝒇 𝒒𝟏 |

|

⟩𝝍

= ⟨𝝋𝟏 𝒒𝟏 𝒇 𝒒𝟏 ⟩𝝋𝟏 𝒒𝟏 ⟨𝝋𝟏 𝒒𝟐 𝝋𝟐 𝒒𝟑 ⟩𝝋𝟏 𝒒𝟐 𝝋𝟐 𝒒𝟑
+ ⟨𝝋𝟏 𝒒𝟏 𝒇 𝒒𝟏 ⟩𝝋𝟏 𝒒𝟏 ⟨𝝋𝟐 𝒒𝟐 𝝋𝟏 𝒒𝟑 |

|

⟩𝝋𝟐 𝒒𝟐 𝝋𝟏 𝒒𝟑
+ ⟨𝝋𝟐 𝒒𝟏 𝒇 𝒒𝟏 ⟩𝝋𝟐 𝒒𝟏 ⟨𝝋𝟏 𝒒𝟐 𝝋𝟏 𝒒𝟑 ⟩𝝋𝟏 𝒒𝟐 𝝋𝟏 𝒒𝟑 = 𝟐𝒇𝟏𝟏 + 𝒇𝟐𝟐

=2
𝒌

𝒏𝒌𝒇𝒌𝒌

展开式的其余6项由于波函数正交均为0

因此初末态相同时，与每个单粒子态上数量有关
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2.当初末态不同时，设末态为| ⟩𝟏, 𝟐, 𝟎

𝝍N 𝒒𝟏, 𝒒𝟐, 𝒒𝟑

=
𝟏
𝟑
[𝝋𝟏 𝒒𝟏 𝝋𝟐 𝒒𝟐 𝝋𝟐 𝒒𝟑 +𝝋𝟐 𝒒𝟏 𝝋𝟏 𝒒𝟐 𝝋𝟐 𝒒𝟑 +𝝋𝟐 𝒒𝟏 𝝋𝟐 𝒒𝟐 𝝋𝟏 𝒒𝟑 ]

r𝝍N 𝑭̀ ⟩𝝍 = 𝟑⟨𝝍 𝒇 𝒒𝟏 ⟩𝝍

= ⟨𝝋𝟐 𝒒𝟏 𝒇 𝒒𝟏 ⟩𝝋𝟏 𝒒𝟏 ⟨𝝋𝟐 𝒒𝟐 𝝋𝟏 𝒒𝟑 |

|

⟩𝝋𝟐 𝒒𝟐 𝝋𝟏 𝒒𝟑 +

⟨𝝋𝟐 𝒒𝟏 𝒇 𝒒𝟏 ⟩𝝋𝟏 𝒒𝟏 ⟨𝝋𝟏 𝒒𝟐 𝝋𝟐 𝒒𝟑 ⟩𝝋𝟏 𝒒𝟐 𝝋𝟐 𝒒𝟑 = 𝟐𝒇𝟐𝟏 = 𝒏𝒋 + 𝟏 𝒏𝒌𝒇𝒋𝒌

展开式的其余7项由于波函数正交均为0

因此，初末态不同时，只和初末态及其粒子数分布有关
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ii. 粒子数表象中

粒子数表象中，计算 c𝐹的各矩阵元有

… , 𝑛2 , 𝑛3 , … c𝐹 … , 𝑛2′, 𝑛3′, … =2
2,3

𝑓23 … , 𝑛2 , 𝑛3 , … 𝑎2
4𝑎3 … , 𝑛2′, 𝑛3′, …

(1) 初末态相同时 

… , 𝑛2 , 𝑛3 , … c𝐹 … , 𝑛2 , 𝑛3 , … =2
2

𝑓22 … , 𝑛2 , 𝑛3 , … 𝑎2
4𝑎2 … , 𝑛2 , 𝑛3 , …

=2
2

𝑛2𝑓22

E𝐹 =G
C,E

𝑓CE𝑎C
D𝑎E
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(2) 初末态不同时(𝑗 < 𝑘)

… , 𝑛H + 1, 𝑛+ − 1,… c𝐹 … , 𝑛H , 𝑛+ , …

=2
2,3

𝑓23 … , 𝑛H + 1, 𝑛+ − 1,… 𝑎2
4𝑎3 … , 𝑛H , 𝑛+ , …

=2
2,3

(𝑛H+1)𝑛+𝛿2H𝛿3+𝑓23

= (𝑛H+1)𝑛+𝑓H+

由上，坐标表象下的结果与粒子数表象下的结果是一致的

说明或验证粒子数表象下单体算符形式是正确的
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以初态为| ⟩𝟐, 𝟏, 𝟎 为例                   𝑭̂ = ∑𝜶,𝜷𝒇𝜶𝜷𝒂𝜶
7𝒂𝜷

1. 当初末态相同时

⟨𝟐, 𝟏, 𝟎 𝑭̀ ⟩𝟐, 𝟏, 𝟎 =2
𝜶

𝒇𝜶𝜶 ⟨𝟐, 𝟏, 𝟎 𝒂𝜶
4𝒂𝜶 ⟩𝟐, 𝟏, 𝟎

= 𝒇𝟏𝟏⟨𝟐, 𝟏, 𝟎 𝒂𝟏
4𝒂𝟏 ⟩𝟐, 𝟏, 𝟎 + 𝒇𝟐𝟐⟨𝟐, 𝟏, 𝟎 𝒂𝟐

4𝒂𝟐 ⟩𝟐, 𝟏, 𝟎 = 𝟐𝒇𝟏𝟏 + 𝒇𝟐𝟐

=2
𝒌

𝒏𝒌𝒇𝒌𝒌

因此初末态相同时，与每个单粒子态上数量有关

2. 当初末态不同时，设末态为| ⟩𝟏, 𝟐, 𝟎

⟨𝟏, 𝟐, 𝟎 𝑭̀ ⟩𝟐, 𝟏, 𝟎 = 𝒇𝟐𝟏⟨𝟏, 𝟐, 𝟎 𝒂𝟐
4𝒂𝟏 ⟩𝟐, 𝟏, 𝟎

= 𝟐𝒇𝟐𝟏⟨𝟏, 𝟐, 𝟎 𝒂𝟐
4 ⟩𝟏, 𝟏, 𝟎 = 𝟐𝒇𝟐𝟏 = (𝒏𝒋+𝟏)𝒏𝒌𝒇𝒋𝒌

因此，初末态不同时，只和初末态及其粒子数分布有关
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l 玻色子体系的二体算符

在坐标表象中，二体算符为

c𝐺 =2
-,H

z𝑔(𝑞- , 𝑞H)

其中 z𝑔 𝑞- , 𝑞H = z𝑔 𝑞H , 𝑞- 。对于二体算符来说，初末态最多差两个单

粒子数

在粒子数表象中，二体算符的形式为

c𝐺 =
𝟏
𝟐 2
2,3,2',3'

𝑔2'3'23𝑎2'
4 𝑎3'

4 𝑎3𝑎2

其中𝑔2'3'23 = 𝜑2'(𝑞%)𝜑3'(𝑞&) z𝑔(𝑞%, 𝑞&) 𝜑2(𝑞%)𝜑3(𝑞&) 。可以与单体

算符使用类似的方法验证，但是比较繁杂，这里就省略

（可参考田光善的《高等量子力学讲义》或曾谨言的《量子力学 II》） 
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2. 费米子体系单体算符

分析：费米子体系中的单体算符𝑭̀和二体算符𝑮̀与玻色子体系具有相同的

形式。我们同样来验证它在费米子体系中的正确性

i. 坐标表象中

计算𝑭̀的各矩阵元，由于每个粒子地位均等，有

𝝍𝜶𝜷𝜸… 𝑭̀ 𝝍𝜶'𝜷'𝜸'… = 𝑵 𝝍𝜶𝜷𝜸… c𝒇(𝒒𝟏) 𝝍𝜶'𝜷'𝜸'…

(1) 初末态相同时，设𝒒𝟏粒子在𝝋𝒌态，𝒇𝒌𝒌 = 𝝋𝒌(𝒒𝟏) c𝒇(𝒒𝟏) 𝝋𝒌(𝒒𝟏)

其余N-1个粒子有 𝑵− 𝟏 !种排布方式，可得

𝝍𝜶𝜷𝜸… 𝑭̀ 𝝍𝜶𝜷𝜸… = 𝑵 𝝍𝜶𝜷𝜸… c𝒇(𝒒𝟏) 𝝍𝜶𝜷𝜸…

= 𝑵
𝟏
𝑵!

𝟏
𝑵!2

𝒌

𝑵− 𝟏 !𝒏𝒌𝒇𝒌𝒌 =2
𝒌

𝒏𝒌𝒇𝒌𝒌

其中𝒏𝒌 = 𝟏的态为占据态，𝒏𝒌 = 𝟎的态为未占据态

g𝐹 =l
#)'

D

h𝑓(𝑞#)
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(2) 初末态不同时，设占据态变化的两个态为𝜑H , 𝜑+(𝑗 < 𝑘，从𝑘到𝑗)。对

应的单粒子算符矩阵元为𝑓H+，其余N-1个粒子的占据态不变，所以矩阵

元可以写成

𝜓…%*…9"… c𝐹 𝜓…9*…%"… = 𝑁 𝜓…%*…9"… f𝑓(𝑞%) 𝜓…9*…%"…

= 𝑁
1
𝑁!

1
𝑁!2

(,('
𝛿(𝛿(' …𝜑H 𝑞% … f𝑓(𝑞%) …𝜑+ 𝑞% …

其中𝛿(，𝛿('分别是…𝜑H 𝑞% …和…𝜑+ 𝑞% …在交换反对称波函数中的正

负号，也等于从𝜑% 𝑞% …通过对换得到…𝜑H 𝑞% …和…𝜑+ 𝑞% …的次数，

即：

𝛿( = −1 ∑+,!
*(! !+，𝛿(' = −1 ∑+,!

"(! !+

而这种类型的项在Slater行列式中有 𝑁 − 1 !项，可得

𝜓…%*…9"… c𝐹 𝜓…9*…%"… = −1 ∑+,*
"(! !+𝑓H+

= −1 ∑+,*)!
"(! !+𝑓H+

（初态中𝑛H = 0）
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ii. 粒子数表象中

(1) 初末态相同时

…𝛼𝛽… c𝐹 …𝛼𝛽… =2
2

𝑓22 …𝛼𝛽… 𝑎2
4𝑎2 …𝛼𝛽… =2

2

𝑛2𝑓22

如果𝛼态上有占据，则𝑛2 = 1。态上无占据，则𝑛2 = 0
(2) 初末态不同时(𝑗 < 𝑘)

…0+ …1H … c𝐹 …0H …1+ …

=2
2,3

𝑓23 …0+ …1H … 𝑎2
4𝑎3 …0H …1+ …

=2
2,3

−1 ∑+,!
*(! !+ −1 ∑+,!

"(! !+𝛿2H𝛿3+𝑓23

= −1 ∑+,*)!
"(! !+𝑓H+

这与坐标表象中的结果也是相同的

g𝐹 =l
4,5

𝑓45𝑎4
7𝑎5
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l 费米子体系的二体算符

在坐标表象中，二体算符为

g𝐺 =l
#,$

a𝑔(𝑞#, 𝑞$)

其中 a𝑔 𝑞#, 𝑞$ = a𝑔 𝑞$, 𝑞# 。对于二体算符来说，初末态最多差两个

单粒子数

        在粒子数表象中，二体算符的形式为

g𝐺 =
𝟏
𝟐

l
4,5,46,56

𝑔465645𝑎46
7 𝑎56

7 𝑎5𝑎4

其中𝑔465645 = 𝜑46(𝑞')𝜑56(𝑞%) a𝑔(𝑞', 𝑞%) 𝜑4(𝑞')𝜑5(𝑞%) 。可以与

单体算符使用类似的方法验证，这里就省略了 
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四、二次量子化说法的由来

单粒子
一次量子化

波函数	（坐标表象）

                               （坐标表象）多个全同粒子
二次量子化

	

粒子数的产生湮灭算符（粒子数表象）
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五、思考题和作业

1. 全同粒子体系的定义；波函数的交换对称性；玻色子、

费米子的定义；泡利不相容原理

2. 粒子数表象中，玻色子体系与费米子体系的量子态

（波函数）如何标记？

3. 玻色子体系与费米子体系中𝑎, 𝑎(的对易关系及其它交换

关系如何？

4. 玻色体系粒子数表象（Fock态）的内容

5. 玻色子体系与费米子体系中单体算符的表达式及如何

验证？二体算符的表达式为何及如何验证？

6. 二次量子化说法的由来？
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第⼆章作业

讨论三个全同玻色子、费米子体系的波函数，在此基础上，

验证玻色子、费米子体系在粒子数表象下单体（和两体）算

符的正确性。（两体算符部分选做）

要求：

1. 阐述问题（已知条件和假设由自己构造）

2. 解决问题的思路（写清楚步骤和想法）

3.   具体的公式推导（支持上面的思路）

4.   结论和讨论（自己的看法、理解及前沿发展）

(下周之内交，最好课上交，可以交电⼦作业，亲⾃写)
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