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第五章  相干态和压缩态

一、相干态

二、压缩态

三、相干态和压缩态的电磁场表示

五、思考题（作业） 

四、薛定谔猫态
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The Nobel Prize in Physics 2005

Roy J. Glauber
Born: 1925, New York, NY, USA
Died: 2018, Newton, MA, USA
Affiliation: Harvard University
Prize motivation: "for his contribution to the 
quantum theory of optical coherence."

“According to quantum physics, which was developed at the beginning 
of the 20th century, light and other electromagnetic radiation appear in 
the form of quanta, packets with fixed energies, which can be described as 
both waves and as particles, photons. However, no real in-depth theory of 
light based on quantum theory existed before Roy Glauber established 
the foundation for quantum optics in 1963. This required the 
development of the laser. Its concentrated and coherent light gave rise to 
more quantum physical phenomena than regular light.”

https://www.nobelprize.org/prizes/physics/2005/glauber/facts/

https://www.nobelprize.org/prizes/physics/2005/glauber/facts/
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l 相干态与理想压缩态都是符合最小测不准关系的量子态

l 令𝑋! = (𝑎 + 𝑎")/2，𝑋# = (𝑎 − 𝑎")/(2𝑖)，[𝑋!, 𝑋#]= 𝑖 / 2。

测不准关系允许的范围为：  

𝛥𝑋!𝛥𝑋! ≥
1
4

相干态是𝛥𝑋! = 𝛥𝑋# = 1/2的量子态

而压缩态则是𝛥𝑋!或𝛥𝑋# > 1/2的量子态

定义：
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一、相干态

1. 相干态的几个侧面

a) 经典电流辐射

b) 平移的真空态——| ⟩𝛼 = 𝒟(𝛼)| ⟩0

c) 𝑎的本征态——𝑎| ⟩𝛼 = 𝛼| ⟩𝛼

其中b)和c) 的等价性可以推导

a) 经典电流辐射（相干态的一个例子）

l 如果存在随时间变化的电流𝐽(𝑟, 𝑡)，那么它辐射出的电磁场

就是相干态

l 在Maxwell方程组中，电流出现在∇×𝐻 = $%
$& + 𝐽，以及∇ = 𝐽 =

− $'
$&
中
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l 下面考虑电流与磁矢势的相互作用。在辐射规范下 
∇ = 𝐴 = 0, 𝜑 = 0

于是磁矢势与电场、磁场的关系为

𝐵 = ∇×𝐴, 𝐸 = −
𝜕𝐴
𝜕𝑡

从量子化电场 C𝐸 = ∑( 𝑒(𝜖(𝑎(𝑒)*+!&,*(-/⃗ + 𝐻. 𝑐.可以得到量

子化的磁矢势

𝐴 𝑟, 𝑡 = −𝑖I
(

1
𝜈(
𝑒(𝜖(𝑎(𝑒)*+!&,*(-/⃗ + 𝐻. 𝑐.

电流与磁矢势的相互作用(由于经典电流𝐽(𝑟, 𝑡)的存在而

附加的能量)可由如下哈密顿量给出：

𝒱 𝑡 = L 𝐽 (𝑟, 𝑡) = 𝐴 𝑟, 𝑡 𝑑0𝑟
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l 于是，量子光场态| ⟩𝜓(𝑡) 就可以用相互作用表象下的薛定谔方程来描述

1
1&
| ⟩𝜓 𝑡 = − *

ℏ
𝒱 𝑡 | ⟩𝜓 𝑡         𝒱 𝑡 = ∫ 𝐽 (𝑟, 𝑡) + 𝐴 𝑟, 𝑡 𝑑!𝑟

形式上有

| ⟩𝜓 𝑡 = exp −
𝑖
ℏ
.
!

"
𝑑𝑡# 𝒱 𝑡# | ⟩𝜓 0

将𝒱 𝑡 具体形式代入可得 𝐴 𝑟, 𝑡 = −𝑖 ∑"
#
$!
𝑒"𝜖"𝑎"𝑒%&$!'(&")+⃗ + 𝐻. 𝑐.

exp −
𝑖
ℏ
.
!

"
𝑑𝑡# 𝒱 𝑡# =2

$

exp(𝛼$𝑎$
% − 𝛼$∗𝑎$)

其中𝛼$是c数 

𝛼$∗ =
1
ℏ𝜈$

𝜖$.
!

"
𝑑𝑡′.𝑑𝑟 𝑒$ < 𝐽 𝑟, 𝑡 𝑒'()!"*($+-⃗
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l 由上，| ⟩𝜓 𝑡 可以写为

| ⟩𝜓 𝑡 =O
(

exp(𝛼(𝑎(
" − 𝛼(∗𝑎() | ⟩𝜓 0

这里取| ⟩𝜓 0 为光场真空态| ⟩0 ，在单模光场中，

就可以得到相干态：

| ⟩𝛼 = 𝑒45,)4∗5| ⟩0

其中𝑒45,)4∗5即为平移算符𝒟 𝛼

相干态就是平移的真空态
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平移算符	 𝒟 𝛼 = 𝑒45,)4∗5

l 平移算符有如下性质 （作业中推一下）

𝒟)! 𝛼 𝑎𝒟 𝛼 = 𝑎 + 𝛼

𝒟)! 𝛼 𝑎"𝒟 𝛼 = 𝑎" + 𝛼∗

l 下面证明| ⟩𝛼 = 𝐷(𝛼)| ⟩0 与𝑎| ⟩𝛼 = 𝛼| ⟩𝛼 是等价的:

左乘𝒟)! 𝛼 𝑎

𝒟)! 𝛼 𝑎 ⟩𝛼 = 𝒟)! 𝛼 𝑎𝒟 𝛼 ⟩0 = 𝑎 + 𝛼 | ⟩0 = 𝛼| ⟩0

再左乘𝒟 𝛼

𝑎 ⟩𝛼 = 𝛼𝒟 𝛼 ⟩0 = 𝛼| ⟩𝛼

所以，| ⟩𝛼 是𝑎的本征态，本征值为𝛼
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2. 相干态的表示 （作业中推一下） 

l 相干态用Fock态表象进行展开    | ⟩𝛼 = ∑6 𝑐6| ⟩𝑛

𝑐6可以由如下得到：

| ⟩𝛼 =I
6
| ⟩𝑛 ⟨𝑛| ⟩𝛼 =I

6
𝑐6| ⟩𝑛

即𝑐6 = ⟨𝑛| ⟩𝛼

l 要得到𝑐6具体的表达式，从𝑎| ⟩𝛼 = 𝛼| ⟩𝛼 开始。先左乘⟨𝑛|，有

𝑛 𝑎 𝛼 = 𝛼⟨𝑛| ⟩𝛼

𝑛 + 1 𝑛 + 1 𝛼 = 𝛼⟨𝑛| ⟩𝛼

则          𝑐6,! =
4
6,!

𝑐6

相干态的展开系数间有递推关系：𝑐6 =
4.

6! 𝑐8
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l 将 𝑐8 用 如 下 方 法 给 出 ： 从 | ⟩𝛼 = 𝒟(𝛼)| ⟩0 开 始 

平移算符𝒟 𝛼 = 𝑒/0"%/∗0， 𝑒 12( 13 = 𝑒 12𝑒 13𝑒% 12, 13 /6

𝑐8 = ⟨0| ⟩𝛼 = 0 𝒟 𝛼 0 = 0 𝑒)
4 7

# 𝑒45,𝑒)4∗5 0 = 𝑒)
4 7

#

其中对平移算符𝒟 𝛼 的展开用到了B-H定律

所以

𝑐6 = 𝑒)
4 7

#
𝛼6

𝑛!

作为相干态在Fock态上的展开系数， |𝑐6|𝟐也是相干态中有

n个光子存在的几率幅

最后，相干态可表示成

| ⟩𝛼 = 𝑒)
4 7

# I
6

𝛼6

𝑛!
| ⟩𝑛
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3.   相干态的性质 

i. 相干态|下 ⟩𝛼 的平均光子数 以及光子数分布

平均光子数 𝑛 由下式给出：

𝑛 = 𝛼 𝑎"𝑎 𝛼 = 𝛼 #

那么，在| ⟩𝛼 态上发现| ⟩𝑛 态的概率为𝑃6 = 𝑐6 #

𝑃6 = 𝑐6 # =
𝛼 #6𝑒) 6

𝑛!
=

𝑛 6𝑒) 6

𝑛!
这里𝛼可连续取值，相干态是连续变量的量子态

当 𝛼 # = 0.1时，𝑃6最大处是𝑛 = 0

当 𝛼 # = 1时，𝑃6最大处是𝑛 = 0和1

当 𝛼 # = 10时，𝑃6最大在𝑛 = 10处

激光也是相干态光场。当 𝛼 #即 𝑛 很大时，就是激光的光场形式。
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ii. 验证相干态| ⟩𝛼 下的测不准关系 （作业中推一下） 

l 定义广义量𝑋# =
$%$"

&
, 𝑋& =

$'$"

&(
。它们的涨落由𝛥𝑋(& = 𝑋(& − 𝑋( &得到。

      下面就要验证在相干态中𝛥𝑋# = 𝛥𝑋& = 1/2

l 在相干态| ⟩𝛼 中

𝛥𝑋#& = 𝑋#& − 𝑋# &

= 𝛼 𝑋#& 𝛼 − 𝛼 𝑋# 𝛼 &

=
1
4 𝛼 𝑎& + 𝑎𝑎) + 𝑎)𝑎 + 𝑎)& 𝛼 −

1
4 𝛼 𝑎 + 𝑎) 𝛼 &

=
1
4 𝛼& + 𝛼∗& + 2 𝛼 & + 1 −

1
4 𝛼 + 𝛼∗ & =

1
4

其中用到𝑎| ⟩𝛼 = 𝛼| ⟩𝛼 ，⟨𝛼 𝑎) = ⟨𝛼 𝛼∗以及 𝑎, 𝑎) = 1

同理有𝛥𝑋&& =
#
+

(亲自算)
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l 在Fock态| ⟩𝑛 中，两个广义量的涨落为𝛥𝑋! = 𝛥𝑋# =
!
#
2𝑛 + 1

𝛥𝑋!# = 𝑋!# − 𝑋! #

= 𝑛 𝑋!# 𝑛 − 𝑛 𝑋! 𝑛 #

=
1
4
𝑛 𝑎# + 𝑎𝑎" + 𝑎"𝑎 + 𝑎"# 𝑛 −

1
4
𝑛 𝑎 + 𝑎" 𝑛

#

=
1
4
(2𝑛 + 1)

同理，𝛥𝑋## =
!
9
(2𝑛 + 1)

l 𝑛 = 0时，| ⟩0 也是相干态，符合最小测不准原理

l 在相干态中，所有quadrature量都符合最小测不准关系



15

iii.相干态的正交完备性

l 相干态互相之间是非正交的： | ⟩𝛼 = 𝑒)
8 7

7 ∑6
4.

6!
| ⟩𝑛

𝛼 𝛼′ = exp −
1
2
𝛼 # + 𝛼∗𝛼: −

1
2
𝛼: # ≠ 0

可知，当 𝛼 − 𝛼: ≫ 1时，| ⟩𝛼 和| ⟩𝛼′ 近似正交。



16

两个相干态非正交

两个相干态近似正交
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l 相干态是超完备的

      一个相干态| ⟩𝛼 可以用其它相干态| ⟩𝛼′ 展开

| ⟩𝛼 = 𝑒)
4 7

# I
6

𝛼6

𝑛!
| ⟩𝑛

利用∫ | ⟩𝛼 ⟨𝛼|𝑑#𝛼 = 𝜋（证明见后）有

| ⟩𝛼 =
1
𝜋
L | ⟩𝛼: 𝛼: 𝛼 𝑑#𝛼:

= L | ⟩𝛼:
1
𝜋
exp −

1
2
𝛼 # + 𝛼∗𝛼: −

1
2
𝛼: #

展开系数

𝑑#𝛼:
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l 下面证明∫ | ⟩𝛼 ⟨𝛼|𝑑6𝛼 = 𝜋 (思路)

9|𝛼⟩⟨𝛼|d6𝛼 = 9𝑒%
/ $

6 ⋅<
9%

𝛼9%

𝑛:!
|𝑛:⟩⟨𝑛|𝑒%

/ $

6 ⋅<
9

(𝛼∗)9

𝑛!
d6𝛼

= 9𝑒% / $ ⋅<
9%
<
9

(𝛼∗)9 ⋅ 𝛼9%

𝑛:! ⋅ 𝑛!
d6𝛼 |𝑛:⟩⟨𝑛|

9 𝛼∗ 9 ⋅ 𝛼9%𝑒% / $d6𝛼
𝛼 = 𝛼 𝑒&;

d6𝛼 = 𝛼 A d|𝛼| A d𝜃
9
<

=

𝛼 9(9%(# ⋅ 𝑒% / $d|𝛼|9
<

6>

𝑒& 9%%9 ;d𝜃 = 𝜋𝑛! 𝛿9,9%

9|𝛼⟩⟨𝛼|d6𝛼 = 𝜋<
9

|𝑛⟩⟨𝑛| = 𝜋



19

l 下面证明∫ | ⟩𝛼 ⟨𝛼|𝑑&𝛼 = 𝜋 (细节)

6|𝛼⟩⟨𝛼|d&𝛼 = 6𝑒'
( !

& ⋅:
)"

𝛼)"

𝑛*!
|𝑛*⟩⟨𝑛|𝑒'

( !

& ⋅:
)

(𝛼∗))

𝑛!
d&𝛼

= 6𝑒' ( ! ⋅:
)"
:
)

(𝛼∗)) ⋅ 𝛼)"

𝑛*! ⋅ 𝑛!
d&𝛼 |𝑛*⟩⟨𝑛|

=:
)"
:
)

|𝑛*⟩⟨𝑛|
𝑛*! ⋅ 𝑛!

6 𝛼∗ ) ⋅ 𝛼)"𝑒' ( !d&𝛼

6 𝛼∗ ) ⋅ 𝛼)"𝑒' ( !d&𝛼
𝛼 = 𝛼 𝑒+,

d&𝛼 = 𝛼 + d|𝛼| + d𝜃
6
-

.

𝛼 )/)"/0 ⋅ 𝑒' ( !d|𝛼|6
-

&1

𝑒+ )"') ,d𝜃

= 2𝜋𝛿),)" 6
-

.

𝛼 )/)"/0 ⋅ 𝑒' ( !d|𝛼|

= 2𝜋𝛿),)" 6
-

.

𝛼 &)/0 ⋅ 𝑒' ( !d|𝛼|

= 𝜋𝑛! 𝛿).)"
6|𝛼⟩⟨𝛼|d&𝛼 = 𝜋:

)

|𝑛⟩⟨𝑛| = 𝜋

伽马函数的积分
定义

←
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量子态或算符的相干表象展开

基于完备性，任意量子态| ⟩𝒇 可以在相干表象下展开

| ⟩𝒇 = 𝟏
𝝅∫𝒅

𝟐𝜶 | ⟩𝜶 ⟨𝜶| ⟩𝒇

注意： 𝜶 𝒇 涉及到复数的运算，由于超完备性，其形式可能不唯一

基于完备性，任意算符 a𝑻 可以在相干表象下展开

a𝑻 = 𝑰 · a𝑻 · 𝑰 =
𝟏
𝝅𝟐

L𝒅𝟐𝜶 𝒅𝟐𝜷 | ⟩𝜶 ⟨𝜶|a𝑻| ⟩𝜷 ⟨𝜷|

=
𝟏
𝝅𝟐

L𝒅𝟐𝜶 𝒅𝟐𝜷 ⟨𝜶|a𝑻| ⟩𝜷 | ⟩𝜶 ⟨𝜷|

同样的：< 𝜶 >𝑻 𝜷 >涉及到复数的运算，由于超完备性，其形式可能不唯一
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二、压缩态

1. 压缩态的定义：符合最小测不准关系的量子态

l 压缩态中涨落满足𝛥𝑋!或𝛥𝑋# > 1/2，但是𝛥𝑋!𝛥𝑋#仍等于1/4。

压缩态也可以用𝛥𝑋! − 𝛥𝑋#的图表来表示：

最左边是相干态的图示，𝑋!与𝑋#的涨落是相同的

右边两张图则是压缩态的图示，𝑋!或𝑋#的涨落被从一个方向“压缩”

在𝛥𝑋!𝛥𝑋# = 1/4的情况下，三个图示中的面积是相等的
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2. 

相

干

态

与

压

缩

态

的

比

较
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证明：𝑺) 𝝃 𝒂𝑺 𝝃 = 𝒂 𝒄𝒐𝒔𝒉 𝒓 − 𝒂) 𝒆𝒊𝜽 𝒔𝒊𝒏𝒉 𝒓 （作业中算一下）

𝓢 𝝃 = 𝒆('𝝃𝒂"
𝟐
%𝝃∗𝒂𝟐)/𝟐

主要利用公式𝒆𝒙4𝑨>𝑩𝒆'𝒙4𝑨 = >𝑩 + 𝒙 >𝑨, >𝑩 + 𝒙𝟐

𝟐!
>𝑨, >𝑨, >𝑩 + 𝒙𝟑

𝟑!
>𝑨, >𝑨, >𝑨, >𝑩 +⋯

在这里， 𝒙 = 𝟏, >𝑨 = 8$"
&
'8∗$&

𝟐
, >𝑩 = 𝒂

>𝑨, >𝑩 =
𝜉𝑎)& − 𝜉∗𝑎&

𝟐 , 𝒂 =
𝜉
𝟐 𝑎)&, 𝒂 =

𝜉
𝟐 𝑎)𝟐𝒂 − 𝒂𝑎)&

=
𝜉
𝟐 𝒂) 𝒂𝒂) − 𝟏 − 𝒂)𝒂 + 𝟏 𝒂) = −𝜉𝒂)

>𝑨, >𝑨, >𝑩 =
𝜉𝑎)& − 𝜉∗𝑎&

𝟐 ,−𝜉𝒂) =
|𝜉|𝟐

𝟐 𝑎&, 𝒂) = |𝜉|𝟐𝒂

>𝑨, >𝑨, >𝑨, >𝑩 =
𝜉𝑎)& − 𝜉∗𝑎&

𝟐 , 𝜉 𝟐𝒂 =
𝜉
𝟐 |𝜉|

𝟐 𝑎)&, 𝒂 = −𝜉|𝜉|𝟐𝒂)

𝝃 = 𝒓𝒆𝒊𝜽
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遵循这一递推公式

𝑺) 𝝃 𝒂𝑺 𝝃 = 𝒂 − 𝜉𝒂) +
𝟏
𝟐! 𝜉

𝟐𝒂 −
𝟏
𝟑! 𝜉 𝜉

𝟐𝒂) +⋯

= 𝒂 𝟏 +
𝟏
𝟐! 𝜉

𝟐 +
𝟏
𝟒! 𝜉

𝟒 +⋯ − 𝒂) 𝜉 +
𝟏
𝟑! 𝜉 𝜉

𝟐 +
𝟏
𝟓! 𝜉 𝜉

𝟒 +⋯

= 𝒂 𝟏 +
𝟏
𝟐!
𝒓𝟐 +

𝟏
𝟒!
𝒓𝟒 +⋯ − 𝒂)𝑒(𝜽 𝒓 +

𝟏
𝟑!
𝒓𝟑 +

𝟏
𝟓!
𝒓𝟒 +⋯

= 𝒂 𝒄𝒐𝒔𝒉 𝒓 − 𝒂) 𝒆𝒊𝜽 𝒔𝒊𝒏𝒉 𝒓

   变换关系得证

𝒄𝒐𝒔𝒉 𝒓 =
𝒆𝒓 + 𝒆'𝒓

𝟐 = 𝟏 +
𝟏
𝟐! 𝒓

𝟐 +
𝟏
𝟒! 𝒓

𝟒 +⋯

𝒔𝒊𝒏𝒉 𝒓 =
𝒆𝒓 − 𝒆'𝒓

𝟐
= 𝒓 +

𝟏
𝟑!
𝒓𝟑 +

𝟏
𝟓!
𝒓𝟒 +⋯
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3. 压缩态对应的算符本征态 [Ref: H. P. Yuen Phys. Rev. A 13, 2226(1976)]

（作业中推一下）

l 定义𝑏 = 𝜇𝑎 + 𝜈𝑎"，且 𝜇 # − 𝜈 # = 1。压缩态就是𝑏的本征态。并

且可以得到压缩态| ⟩𝛼, 𝜉 = 𝒮 𝜉 𝒟(𝛼)| ⟩0 。

l 由 𝑎, 𝑎" = 1，可得 

𝑏, 𝑏" = 𝜇𝑎 + 𝜈𝑎", 𝜇∗𝑎" + 𝜈∗𝑎 = 𝜇 # − 𝜈 # = 1

l 由𝑏 = 𝑈"𝑎𝑈出发，其中幺正变换𝑈 = 𝒮 𝜉 = 𝑒()A5,
7
,A∗57)/#，这里

面𝜉 = 𝑟𝑒*D，有

𝑏 = 𝑈"𝑎𝑈 = 𝑎 cosh 𝑟 − 𝑎"𝑒*D sinh 𝑟 ≡ 𝜇𝑎 + 𝜈𝑎"

其中𝜇 ≡ cosh 𝑟，𝜈 ≡ −𝑒*D sinh 𝑟，满足 𝜇 # − 𝜈 # = 1
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l 下面从相干态| ⟩𝛽 出发，推导出压缩算符𝑏的本征态| ⟩𝛽 E

      相干态满足

𝑎| ⟩𝛽 = 𝛽| ⟩𝛽

左乘𝑈"，并且插入单位算符𝑈𝑈"，得

𝑈"𝑎𝑈𝑈" ⟩𝛽 = 𝑏𝑈" ⟩𝛽 = 𝛽𝑈"| ⟩𝛽

所以，𝑈"| ⟩𝛽 是算符𝑏的本征态

即| ⟩𝛽 E = 𝑈"| ⟩𝛽 = 𝑈(−𝜉)𝒟(𝛽)| ⟩0 =| ⟩𝛽, −𝜉

压缩态可以理解为先将真空态平移，再压缩得到的

也可以先压缩真空态，再平移
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两种不同定义压缩态之间的变换关系

定义1: | ⟩𝜶, 𝝃 = 𝓢 𝝃 𝓓(𝜶)| ⟩𝟎 定义𝟐: | ⟩𝜷, 𝝃 = 𝓓(𝜷)𝓢 𝝃 | ⟩𝟎

当二者对应于同一压缩态时： 𝓢 𝝃 𝓓 𝜶 = 𝓓 𝜷 𝓢 𝝃
𝓓 𝜷 = 𝓢 𝝃 𝓓 𝜶 𝓢) 𝝃

𝓢 𝝃 𝓓 𝜶 𝓢) 𝝃 = 𝓢 𝝃 [\
𝟏
𝒏! 𝜶𝒂

) − 𝜶∗𝒂 𝒏]𝓢) 𝝃

=\
𝟏
𝒏! 𝓢 𝝃 𝜶𝒂) − 𝜶∗𝒂 𝓢) 𝝃 𝒏

=\
𝟏
𝒏! [𝜶 𝒂

) 𝒄𝒐𝒔𝒉 𝒓 + 𝜶 𝒂𝒆'𝒊𝜽𝒔𝒊𝒏𝒉 𝒓 − 𝜶∗𝒂𝒄𝒐𝒔𝒉𝒓 − 𝜶∗𝒂)𝒆𝒊𝜽 𝒔𝒊𝒏𝒉𝒓]𝒏

=\
𝟏
𝒏!
[ 𝒂) 𝜶 𝒄𝒐𝒔𝒉 𝒓 −𝜶∗ 𝒆𝒊𝜽 𝒔𝒊𝒏𝒉𝒓 − 𝒂(𝜶∗ 𝒄𝒐𝒔𝒉 𝒓 − 𝜶𝒆'𝒊𝜽𝒔𝒊𝒏𝒉 𝒓)]𝒏

= 𝒆𝒙𝒑 𝜷𝒂) − 𝜷∗𝒂 = 𝓓 𝜷      
     
∴ 𝓢 𝝃 𝓓(𝜶)| ⟩𝟎 = 𝓓(𝜶 𝒄𝒐𝒔𝒉 𝒓 −𝜶∗ 𝒆𝒊𝜽 𝒔𝒊𝒏𝒉𝒓)𝓢 𝝃 | ⟩𝟎

𝒮 𝜉 = 𝑒(%@0"
$
(@∗0$)/6

𝒟 𝛼 = 𝑒45,)4∗5

𝓢 𝝃 𝒂B𝓢B 𝝃

= 𝓢B −𝝃 𝒂B𝓢 −𝝃

= 𝒂B𝒄𝒐𝒔𝒉𝒓 + 𝒂𝒆%𝒊𝜽𝒔𝒊𝒏𝒉 𝒓

𝝃 = 𝒓𝒆𝒊𝜽， − 𝝃 = −𝒓𝒆𝒊𝜽
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4.   压缩态的性质

l 压缩态是非正交超完备的

l 压缩态测不准关系在一个方向上被压缩

                                  而另一个方向则被拉伸

l 在相干态中，定义正交广义量为𝑋! = (𝑎 + 𝑎")/2，𝑋# = (𝑎 −

𝑎")/(2𝑖)，而在压缩态中，正交广义量被定义为

𝑌! = (𝑎𝑒)*F/# + 𝑎"𝑒*F/#)/2，𝑌# = (𝑎𝑒)*F/# − 𝑎"𝑒*F/#)/(2𝑖)

[𝑌!, 𝑌#]= 𝑖 / 2

l 广义量的涨落为

l 𝛥𝑌*# = 𝑌*# − 𝑌* #
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l 计算涨落时需要如下的结果（定义1）： | ⟩𝛼, 𝜉 = 𝒮 𝜉 𝒟(𝛼)| ⟩0

𝑎 = 𝛼, 𝜉 𝑎 𝛼, 𝜉

= 0 𝒟" 𝛼 𝒮" 𝜉 𝑎𝒮 𝜉 𝒟 𝛼 0

= 𝛼 𝑎 cosh 𝑟 − 𝑎"𝑒*F sinh 𝑟 𝛼

= 𝛼 cosh 𝑟 − 𝛼∗𝑒*F sinh 𝑟

𝑎" = 𝛼∗ cosh 𝑟 − 𝛼𝑒)*F sinh 𝑟

以及：

𝑎# = 0 𝒟" 𝛼 𝒮" 𝜉 𝑎#𝒮 𝜉 𝒟 𝛼 0

= 0 𝒟" 𝛼 	𝒮" 𝜉 𝑎𝒮 𝜉 	𝒮" 𝜉 𝑎𝒮 𝜉 	𝒟 𝛼 0

= 𝛼 𝒮" 𝜉 𝑎𝒮 𝜉 𝒮" 𝜉 𝑎𝒮 𝜉 𝛼

= 𝛼 𝑎 cosh 𝑟 − 𝑎"𝑒*F sinh 𝑟 # 𝛼

= 𝛼# cosh# 𝑟 + 𝛼∗#𝑒#*F sinh# 𝑟 − (2 𝛼 # + 1)𝑒*F cosh 𝑟 sinh 𝑟
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l 计算涨落时需要如下的结果

𝑎"# = 𝛼 𝑎" cosh 𝑟 − 𝑎𝑒)*F sinh 𝑟 # 𝛼

= 𝛼∗# cosh# 𝑟 + 𝛼#𝑒)#*F sinh# 𝑟 −

(2 𝛼 # + 1)𝑒)*F cosh 𝑟 sinh 𝑟

还有（自己推一下）

𝑎"𝑎 = 𝑛

= 𝛼 # cosh# 𝑟 + sinh# 𝑟 + sinh# 𝑟

− 𝛼∗#𝑒*F + 𝛼#𝑒)*F sinh 𝑟 cosh 𝑟

压缩度𝑟 = 𝟎时，结果回归到相干态

| ⟩𝛼, 𝜉 = 𝒮 𝜉 𝒟(𝛼)| ⟩0
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l 𝑌! = (𝑎𝑒)*F/# + 𝑎"𝑒*F/#)/2，𝑌# = (𝑎𝑒)*F/# − 𝑎"𝑒*F/#)/(2𝑖)

l 代入涨落表达式可以得到 （自己推一下）

𝛥𝑌!# = Y!# − Y! #

=
1
4
𝑒)*F𝑎# + 𝑒*F𝑎"# + 2𝑎"𝑎 + 1 −

1
4
𝑎𝑒)*F/# + 𝑎"𝑒*F/# #

=
1
4
𝑒)#/

和

𝛥𝑌## = 𝑌## − 𝑌# #

= −
1
4
𝑒)*F𝑎# + 𝑒*F𝑎"# − 2𝑎"𝑎 − 1 +

1
4
𝑎𝑒)*F/# − 𝑎"𝑒*F/# #

=
1
4
𝑒#/

于是压缩态quadrature广义量的测不准关系为

𝛥𝑌!𝛥𝑌# = 1/4

| ⟩𝛼, 𝜉 = 𝒮 𝜉 𝒟(𝛼)| ⟩0
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压缩态| ⟩𝜶, 𝝃 的平均粒子数

𝜶 = 𝟑, 𝜽 = 𝟎 𝜶 = 𝟑, 𝒓 = 𝟎. 𝟓

定义1: ⟩𝜶, 𝝃 = 𝓢 𝝃 𝓓 𝜶 ⟩𝟎 ，	𝝃 = 𝒓𝒆𝒊𝜽

𝑎B𝑎 = 𝑛

= 𝛼 6 cosh6 𝑟 + sinh6 𝑟 + sinh6 𝑟 − 𝛼∗6𝑒&; + 𝛼6𝑒%&; sinh 𝑟 cosh 𝑟

可以看出：平均光子数随压缩度r 和 𝜃（𝟎～𝟐𝝅） 变化
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𝑎)𝑎 = 𝑛 = 𝟎 𝒮) 𝜉 𝒟) 𝜷 𝒂)𝒂𝓓 𝜷 𝓢 𝝃 𝟎

= 𝟎 𝒮) 𝜉 𝒟) 𝜷 𝒂)𝓓 𝜷 𝒟) 𝜷 	𝒂𝓓 𝜷 𝓢 𝝃 𝟎

= 𝟎 𝒮) 𝜉 (𝒂)+𝜷∗)(𝒂 + 𝜷)𝓢 𝝃 𝟎

= 𝟎 (𝒂)𝒄𝒐𝒔𝒉𝒓 − 𝒂𝒆'𝒊𝜽𝒔𝒊𝒏𝒉𝒓)(𝒂 𝒄𝒐𝒔𝒉𝒓 −𝒂) 𝒆𝒊𝜽𝒔𝒊𝒏𝒉𝒓) 𝟎

+ 𝜷 𝟎 𝒂)𝒄𝒐𝒔𝒉𝒓 − 𝒂𝒆'𝒊𝜽𝒔𝒊𝒏𝒉𝒓 𝟎 + 𝜷∗ 𝟎 𝒂 𝒄𝒐𝒔𝒉𝒓 −𝒂) 𝒆𝒊𝜽𝒔𝒊𝒏𝒉𝒓 𝟎 + 𝜷∗𝜷

= |𝜷|𝟐 + 𝒔𝒊𝒏𝒉𝟐𝒓 = 𝒏

定义2: ⟩𝜷, 𝝃 = 𝓓 𝜷 𝓢 𝝃 ⟩𝟎 ，𝝃 = 𝒓𝒆𝒊𝜽

压缩态| ⟩𝜷, 𝝃 	的平均粒子数
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𝜷, 𝑟增大，平均光子数增大

且𝝃相位不会影响平均光子数

𝛽 = 3, 𝜃 = 0

𝑛 = |𝜷|𝟐 + 𝒔𝒊𝒏𝒉𝟐𝒓 定义𝟐: ⟩𝜷, 𝝃 = 𝓓 𝜷 𝓢 𝝃 ⟩𝟎

𝝃 = 𝒓𝒆𝒊𝜽
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5.   压缩态的粒子数分布

压缩态在Fock态表象展开：| ⟩𝛃, ξ = ∑𝒏 | ⟩𝒏 𝒏 𝛃, ξ = ∑𝒏 𝒄𝒏| ⟩𝒏

压缩态的粒子数分布𝑷𝒏 = |𝒄𝒏|𝟐，核心在于求解展开系数𝒄𝒏
这里用定义𝟐：| ⟩𝜷, 𝝃 = 𝓓(𝜷)𝓢 𝝃 | ⟩𝟎

求解过程如下：

l 整体思路：李代数做准备，以相干态| ⟩𝜶 为中间状态，

首先（1）得到 𝜶 𝟎, 𝛏 = 𝜶 𝝃

然后（2）得到 𝜶 𝜷, 𝝃 这一复数的值

之后（3）利用相干态的粒子数展开| ⟩𝛼 = 𝑒'
' &
& ∑<

=(

<!
| ⟩𝑛

可以得到 𝜶 𝜷, 𝝃 = 𝑒'
' &
& ∑𝒏

𝜶∗𝒏

𝒏!
𝒏 𝜷, 𝝃 ，最后得到 𝒏 𝜷, 𝝃 的值

即可以获得压缩态的粒子数展开



38

l 李代数的BCH-like relation：对于满足 >𝐓', >𝐓% = 𝟐>𝐓𝐜, >𝐓𝐜, >𝐓± = ±>𝐓± 的算符，

𝐞𝛌AX𝐓AZ𝛌𝐜X𝐓𝐜Z𝛌BX𝐓B = 𝐞𝛔AX𝐓A 𝐞𝐥𝐧(𝛔𝐜)X𝐓𝐜 𝐞𝛔BX𝐓B

其中𝝈𝒄 = [𝐜𝐨𝐬𝐡 𝒗 − 𝝀𝒄
𝟐𝒗
𝐬𝐢𝐧𝐡(𝒗)]'𝟐, 𝝈± =

𝟐𝝀±𝐬𝐢𝐧𝐡(𝒗)
𝟐𝒗𝒄𝒐𝒔𝒉 𝒗 '𝝀𝒄𝐬𝐢𝐧𝐡(𝒗)

, 𝒗𝟐 = (𝝀𝒄
𝟐
)𝟐−𝝀%𝝀'

l 压缩算符：𝓢 𝝃 = 𝒆('𝝃𝒂"
𝟐
%𝝃∗𝒂𝟐)/𝟐，令>𝑻% =

𝒂"
𝟐

𝟐
, >𝑻' =

𝒂𝟐

𝟐
, >𝑻𝒄 =

𝒂𝒂"%𝒂"𝒂
𝟒

则>𝑻%, >𝑻', >𝑻𝒄满足上述对易关系

l 根据BCH-like relation,	 𝝀%= −𝝃, 𝝀' = 𝝃∗, 𝝀𝒄 = 𝟎

得到𝝈% = −𝐞𝐱𝐩 𝒊𝜽 𝐭𝐚𝐧𝐡 𝒓 , 𝝈' = 𝐞𝐱𝐩 −𝒊𝜽 𝐭𝐚𝐧𝐡 𝒓 , 𝝈𝒄= [𝐜𝐨𝐬𝐡(𝒓)]'𝟐

得到压缩算符的展开形式 （自己推一下）

𝓢 𝛏 = 𝐞𝐱𝐩 −
𝟏
𝟐
𝐚B𝟐𝐞𝐢𝛉𝐭𝐚𝐧𝐡 𝐫 𝐞𝐱𝐩 −

𝟏
𝟐
𝐥𝐧 𝐜𝐨𝐬𝐡 𝐫 𝐚𝐚B + 𝐚B𝐚 𝐞𝐱𝐩[

𝟏
𝟐
𝐚𝟐𝐞%𝐢𝛉𝐭𝐚𝐧𝐡 𝐫 ]
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𝓢 𝛏 = 𝐞𝐱𝐩 −
𝟏
𝟐
𝐚B𝟐𝐞𝐢𝛉𝐭𝐚𝐧𝐡 𝐫 𝐞𝐱𝐩 −

𝟏
𝟐
𝐥𝐧 𝐜𝐨𝐬𝐡 𝐫 𝐚𝐚B + 𝐚B𝐚 𝐞𝐱𝐩[

𝟏
𝟐
𝐚𝟐𝐞%𝐢𝛉𝐭𝐚𝐧𝐡 𝐫 ]

（1）压缩真空态和相干态内积，求 𝜶 𝝃
𝜶 𝝃 = 𝜶 𝓢 𝛏 𝟎

= 𝜶 𝐞𝐱𝐩 −𝟏𝟐𝐚
B𝟐𝐞𝐢𝛉𝐭𝐚𝐧𝐡 𝐫 𝐞𝐱𝐩 −𝟏𝟐 𝐥𝐧 𝐜𝐨𝐬𝐡 𝐫 𝟐𝐚B𝐚 + 𝟏 𝐞𝐱𝐩[𝟏𝟐 𝐚

𝟐𝐞%𝐢𝛉𝐭𝐚𝐧𝐡 𝐫 ] 𝟎

= 𝜶 𝐞𝐱𝐩 −𝟏𝟐𝐚
B𝟐𝐞𝐢𝛉𝐭𝐚𝐧𝐡 𝐫 𝐞𝐱𝐩 −𝟏𝟐 𝐥𝐧 𝐜𝐨𝐬𝐡 𝐫 𝟐𝐚B𝐚 + 𝟏 𝟎

= 𝜶 𝐞𝐱𝐩 −𝟏𝟐𝐚
B𝟐𝐞𝐢𝛉𝐭𝐚𝐧𝐡 𝐫 𝐞𝐱𝐩 −𝐥𝐧 𝐜𝐨𝐬𝐡 𝐫 𝐚B𝐚 𝒆𝒙𝒑{−𝟏𝟐 𝐥𝐧 𝐜𝐨𝐬𝐡 𝐫 } 𝟎

= 𝟏
𝐜𝐨𝐬𝐡 𝐫

𝜶 𝐞𝐱𝐩 − 𝟏
𝟐
𝐚B𝟐𝐞𝐢𝛉𝐭𝐚𝐧𝐡 𝐫 𝟎

= 𝟏
𝐜𝐨𝐬𝐡 𝐫

𝐞𝐱𝐩 − 𝟏
𝟐
𝜶∗𝟐𝐞𝐢𝛉𝐭𝐚𝐧𝐡 𝐫 𝜶 𝟎

= 𝟏
𝐜𝐨𝐬𝐡 𝐫

𝐞𝐱𝐩 − 𝟏
𝟐
𝜶∗𝟐𝐞𝐢𝛉𝐭𝐚𝐧𝐡 𝐫 − 𝟏

𝟐
|𝛂|𝟐



40

（2） 𝜶 𝜷, 𝝃 这一复数的值

𝛼 𝜉 = 𝛼 𝒮 ξ 0 =
1

cosh r
exp −

1
2𝛼

∗&eMNtanh r −
1
2 |α|

&

对一般的压缩态，可以得到 𝛼 𝛽, 𝜉
𝛼 𝛽, 𝜉 = 𝛼 D(β)𝒮 ξ 0 = 0 D(−α)D(β)𝒮 ξ 0

= 0 D 𝛽 − 𝛼 exp −12 𝛼∗𝛽 − 𝛼𝛽∗ 𝒮 ξ 0

= 𝛼 − 𝛽 exp 1
2 𝛼∗𝛽 − 𝛼𝛽∗ 𝒮 ξ 0

=
1

cosh r
exp −

1
2
(𝛼∗−𝛽∗)6eNOtanh r + α − 𝛽 6 + 𝛼𝛽∗ − 𝛼∗𝛽

𝐷 𝛼 𝐷 𝛽 = 𝐷 𝛼 + 𝛽 𝑒𝑥𝑝[
1
2
(−𝛼∗𝛽 + 𝛼𝛽∗)]
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（3）利用相干态的粒子数展开，可以得到 𝛼 𝛽, 𝜉 = 𝑒'
' &
& ∑<

=∗(

O!
𝑛 𝛽, 𝜉 ，

及其 𝒏 𝜷, 𝝃 的值 （自己课下推导）

e#/&|Q|& 𝛼 𝛽, 𝜉 =\
<

𝛼∗<

n!
𝑛 𝛽, 𝜉 =

1
cosh r

exp −
1
2𝛼

∗&eMNtanh r + 𝛼∗ 𝛽 + 𝛽∗eMNtanh r ×exp{−
1
2 [𝛽

∗&eMNtanh r + |𝛽|&]}

𝛼 𝛽, 𝜉 = 𝑒'
= &

& \
<

𝛼∗<

n!
𝑛 𝛽, 𝜉 | ⟩𝛼 = 𝑒'

= &

& \
<

𝛼<

𝑛!
| ⟩𝑛

𝛼 𝛽, 𝜉 =
1

cosh r
exp −

1
2 (𝛼∗−𝛽∗)&eMNtanh r + α − 𝛽 & + 𝛼𝛽∗ − 𝛼∗𝛽
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e#/6|Q|$ 𝛼 𝛽, 𝜉 = ∑R
Q∗4

R!
𝑛 𝛽, 𝜉 = ∑R

Q∗4

R!
	cR=

1
cosh r

exp −
1
2
𝛼∗6eNOtanh r + 𝛼∗ 𝛽 + 𝛽∗eNOtanh r ×exp{−

1
2
[𝛽∗6eNOtanh r + |𝛽|6]}

利用展开式：𝐞𝐱𝐩 −𝐭𝟐 + 𝟐𝐳𝐭 = ∑𝐧R𝟎T 𝐭𝐧

𝐧!
𝐇𝐧 𝐳  𝐇𝐧 𝐳 为n-阶厄米多项式 

令𝑡 = #
&
𝑒(V tanh 𝑟 𝛼∗, 𝑧 = W%W∗X-.Y$<Z([)

X-./& & \MO] [ /^_\]([)

得到一般压缩态的Fock态表象展开系数𝒄𝒏表达式：  

cO = 𝑛 𝛽, 𝜉 =
e
MN
& tanh r

O
&

2
O
& n! cosh r

exp[−
1
2 β∗&eMNtanh r + β & ]

×HO(
βe'MN/&cosh r + β∗eMN/&sinh r

2sinh r. cosh r
)

由此可以得到一般压缩态的粒子数分布𝑷𝒏 = |𝒄𝒏|𝟐
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1. 压缩态|𝜷, 𝝃 >的粒子数分布

𝜷 = 𝟑, 𝜽 = 𝟎
𝜷 = 𝟑, 𝒓 = 𝟎. 𝟔

压缩度𝒓越大，𝑷𝒏的峰值对应的n越大

𝝃的相位会影响平光子数分布

⟩𝛽, 𝜉 = 𝒟 𝛽 𝒮 𝜉 ⟩0

𝜉 = 𝑟𝑒*F
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2. 压缩度 r 很大时，压缩态|𝜷, 𝝃 >的粒子数分布的振荡

⟩𝛽, 𝜉 = 𝒟 𝛽 𝒮 𝜉 ⟩0

𝜉 = 𝑟𝑒(V

𝜷 = 𝟑, 𝒓 = 𝟏. 𝟓, 𝜽 = 𝟎 𝜷 = 𝟎, 𝒓 = 𝟏, 𝜽 = 𝟎

3. 特别的，当𝜷 = 𝟎时，只存在偶数粒子分布，不存在奇数粒子分布
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6.双模压缩态

l 定义：双模压缩算符作用于双模真空态得到双模压缩态

l 形式： ⟩𝝃 = 𝑺𝒂𝒃 𝝃 ⟩𝟎, 𝟎 , 𝑺𝒂𝒃 𝝃 = 𝒆𝒙𝒑 −𝝃𝒂)𝒃) + 𝝃∗𝒂𝒃 , 𝝃 = 𝒓𝒆𝒊𝜽

[𝒂, 𝒂)] = 𝒃, 𝒃) = 𝟏, 𝒂, 𝒃) = 𝟎

l 算符性质：(作业推一下）

𝑺𝒂𝒃) 𝝃 = 𝑺𝒂𝒃 −𝝃 = 𝑺𝒂𝒃'𝟏 𝝃

𝑺𝒂𝒃) 𝝃 𝒂𝑺𝒂𝒃 𝝃 = 𝒂 𝒄𝒐𝒔𝒉 𝒓 − 𝒃) 𝒆𝒊𝜽 𝒔𝒊𝒏𝒉 𝒓

𝑺𝒂𝒃) 𝝃 𝒂)𝑺𝒂𝒃 𝝃 = 𝒂) 𝒄𝒐𝒔𝒉 𝒓 − 𝒃 𝒆'𝒊𝜽 𝒔𝒊𝒏𝒉 𝒓

𝑺𝒂𝒃) 𝝃 𝒃𝑺𝒂𝒃 𝝃 = 𝒃 𝒄𝒐𝒔𝒉 𝒓 − 𝒂) 𝒆𝒊𝜽 𝒔𝒊𝒏𝒉 𝒓

𝑺𝒂𝒃) 𝝃 𝒃)𝑺𝒂𝒃 𝝃 = 𝒃)𝒄𝒐𝒔𝒉 𝒓 − 𝒂 𝒆'𝒊𝜽 𝒔𝒊𝒏𝒉 𝒓

𝒮 𝜉 = 𝑒()A5,
7
,A∗57)/#



47

l Fock表象展开： ⟩𝝃 = 𝑺𝒂𝒃 𝝃 ⟩𝟎, 𝟎 =

𝒆𝒙𝒑 −𝒂B𝒃B𝒆𝒊𝜽𝒕𝒂𝒏𝒉 𝒓 𝒆𝒙𝒑 − 𝒍𝒏 𝒄𝒐𝒔𝒉 𝒓 𝒂B𝒂 + 𝒃B𝒃 + 𝟏 𝒆𝒙𝒑 𝒂𝒃𝒆%𝒊𝜽𝒕𝒂𝒏𝒉 𝒓 �

�

⟩𝟎, 𝟎

= 𝒆𝒙𝒑 −𝒂B𝒃B𝒆𝒊𝜽𝒕𝒂𝒏𝒉 𝒓 𝒆𝒙𝒑 − 𝒍𝒏 𝒄𝒐𝒔𝒉 𝒓 𝒂B𝒂 + 𝒃B𝒃 + 𝟏 ⟩𝟎, 𝟎

= 𝒆𝒙𝒑 −𝒂B𝒃B𝒆𝒊𝜽𝒕𝒂𝒏𝒉 𝒓 𝒆𝒙𝒑 −𝒍𝒏 𝒄𝒐𝒔𝒉𝒓 𝒂B𝒂 𝒆𝒙𝒑 −𝒍𝒏 𝒄𝒐𝒔𝒉𝒓 𝒃B𝒃 𝒆𝒙𝒑 −𝒍𝒏 𝒄𝒐𝒔𝒉𝒓 | ⟩𝟎, 𝟎

=
𝟏

𝒄𝒐𝒔𝒉 𝒓 𝒆𝒙𝒑 −𝒂B𝒃B𝒆𝒊𝜽𝒕𝒂𝒏𝒉 𝒓 | ⟩𝟎, 𝟎

=
𝟏

𝒄𝒐𝒔𝒉 𝒓<
𝟎

=
𝟏
𝒏! (−𝒆

𝒊𝜽𝒕𝒂𝒏𝒉 𝒓)𝒏(𝒂B𝒃B)𝒏 | ⟩𝟎, 𝟎

=
𝟏

𝒄𝒐𝒔𝒉 𝒓<𝒏X𝟎

=
(−𝒆𝒊𝜽𝒕𝒂𝒏𝒉 𝒓)𝒏| ⟩𝒏, 𝒏

𝑺𝒂𝒃 𝝃 = 𝒆𝒙𝒑 −𝒂)𝒃)𝒆𝒊𝜽𝒕𝒂𝒏𝒉 𝒓 𝒆𝒙𝒑 − 𝒍𝒏 𝒄𝒐𝒔𝒉 𝒓 𝒂)𝒂 + 𝒃)𝒃 + 𝟏 𝒆𝒙𝒑(𝒂𝒃𝒆'𝒊𝜽𝒕𝒂𝒏𝒉 𝒓)
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l 算符平均值： 𝒂)𝒂 = 𝒃)𝒃 = 𝒔𝒊𝒏𝒉𝟐𝒓, 𝒂𝒃 = −𝒔𝒊𝒏𝒉 𝒓 𝒄𝒐𝒔𝒉 𝒓 𝒆𝒊𝜽

𝒂)𝒃 = 𝒂𝟐 = 𝒃𝟐 = 𝒂 = 𝒃 = 𝟎

其中，双模压缩态的平均光子数：

𝒂)𝒂 = 𝟎, 𝟎 𝑺𝒂𝒃
) 𝝃 𝒂)𝒂 𝑺𝒂𝒃 𝝃 𝟎, 𝟎

= 𝟎, 𝟎 𝑺𝒂𝒃
) 𝝃 𝒂)𝑺𝒂𝒃 𝝃 𝑺𝒂𝒃

) 𝝃 𝒂𝑺𝒂𝒃 𝝃 𝟎, 𝟎

= 𝟎, 𝟎 (𝒂)𝒄𝒐𝒔𝒉 𝒓 − 𝒃 𝒆'𝒊𝜽 𝒔𝒊𝒏𝒉 𝒓)(𝒂 𝒄𝒐𝒔𝒉 𝒓 − 𝒃) 𝒆𝒊𝜽 𝒔𝒊𝒏𝒉 𝒓) 𝟎, 𝟎 = 𝒔𝒊𝒏𝒉𝟐𝒓

自己算一下：

𝒂𝒃 = 𝟎, 𝟎 𝑺𝒂𝒃
) 𝝃 𝒂𝒃𝑺𝒂𝒃 𝝃 𝟎, 𝟎

= 𝟎, 𝟎 𝑺𝒂𝒃
) 𝝃 𝒂𝑺𝒂𝒃 𝝃 𝑺𝒂𝒃

) 𝝃 𝐛𝑺𝒂𝒃 𝝃 𝟎, 𝟎

= 𝟎, 𝟎 (𝒂 𝒄𝒐𝒔𝒉 𝒓 − 𝒃) 𝒆𝒊𝜽 𝒔𝒊𝒏𝒉 𝒓)(𝒃 𝒄𝒐𝒔𝒉 𝒓 − 𝒂) 𝒆𝒊𝜽 𝒔𝒊𝒏𝒉 𝒓) 𝟎, 𝟎

= −𝒔𝒊𝒏𝒉 𝒓 𝒄𝒐𝒔𝒉 𝒓 𝒆𝒊𝜽



49

l 直积形式：双模压缩真空态可表示为两个独立单模压缩真空态的直积形式

定义另一组算符：𝒄 = 𝟏
𝟐
𝒂 + 𝒆𝒊𝜹𝒃 𝒅 = 𝟏

𝟐
𝒂 − 𝒆'𝒊𝜹𝒃 𝜹为实数相位因子

满足对易关系：[𝒄, 𝒄)] = 𝒅, 𝒅) = 𝟏, 𝐜, 𝒅) = 𝒄, 𝒅 = 𝒄), 𝒅) = 𝒄), 𝒅 = 𝟎

逆变换为： 𝒂 = 𝟏
𝟐
𝒄 − 𝒆𝒊𝜹𝒅 𝒃 = 𝟏

𝟐
𝒅 + 𝒆'𝒊𝜹𝒄

压缩算符重写： 𝑆𝑎𝑏 𝜉 = 𝑒𝑥𝑝 −𝜉𝑎)𝑏) + 𝜉∗𝑎𝑏

𝑺𝒂𝒃 𝝃 = 𝒆𝒙𝒑 −
𝟏
𝟐𝝃 𝒄

)𝟐𝒆𝒊𝜹 − 𝒅)𝟐𝒆'𝒊𝜹 +
𝟏
𝟐𝝃

∗ 𝒄𝟐𝒆'𝒊𝜹 − 𝒅𝟐𝒆𝒊𝜹

= 𝑺𝒄(𝝃𝒆𝒊𝜹)𝑺𝒅(−𝝃𝒆'𝒊𝜹)

l 最一般的双模压缩相干态定义：

| ⟩𝜶, 𝜷, 𝝃 = 𝑫𝒂 𝜶 𝑫𝒃 𝜷 𝑺𝒂𝒃 𝝃 | ⟩𝟎, 𝟎

𝑫𝒂 𝜶 ,𝑫𝒃 𝜷 分别对应模式𝒂, 𝒃的平移算符
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三、相干态和压缩态下的电磁场表示

l 这里只计算相干态下的电磁场 表示，压缩态的情况只在

图中给出

l 从电场 C𝐸(𝑡)在量子光场中是算符形式可知：Fock态| ⟩𝑛 ，

相干态| ⟩𝛼 ，压缩态| ⟩𝛼, 𝜉 都不是电场算符的本征态，所

以一定存在电场涨落

l 考虑一维单模光场 

（作业中算一下，大家可以算算Fock态| ⟩𝑛 下的情况）

从 C𝐸 = ℰ𝑎𝑒)*+& sin 𝑘𝑧 + 𝐻. 𝑐.开始

在某个𝑘𝑧 = H
#
处，且假设ℰ = ℰ∗，有

C𝐸(𝑡) = ℰ(𝑎𝑒)*+& + 𝑎"𝑒*+&)



51

若𝑋! = (𝑎 + 𝑎")/2，𝑋# = (𝑎 − 𝑎")/(2𝑖)，则

 C𝐸 𝑡 = 2ℰ(𝑋! cos 𝜈𝑡 + 𝑋# sin 𝜈𝑡)

C𝐸(𝑡) = ℰ(𝑎𝑒)*+& + 𝑎"𝑒*+&)

在相干态|𝛼⟩下

C𝐸 𝑡 = 𝛼 C𝐸 𝑡 𝛼 = ℰ(𝛼𝑒)*+& + 𝛼∗𝑒*+&)

若𝛼 = 𝛼∗，则 C𝐸 𝑡 = ℰ𝛼 𝑒)*+& + 𝑒*+& = 2ℰ𝛼 cos 𝜈𝑡
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l 相干态下对应的电场涨落𝛥 C𝐸 𝑡 # = 𝛼 C𝐸# 𝑡 𝛼 − 𝛼 C𝐸 𝑡 𝛼
#

      下面开始计算，利用  C𝐸 𝑡 = 2ℰ(𝑋! cos 𝜈𝑡 + 𝑋# sin 𝜈𝑡)

𝛼 C𝐸# 𝑡 𝛼

= 4ℰ# 𝛼 𝑋!# cos# 𝜈𝑡 + 𝑋## sin# 𝜈𝑡 + (𝑋!𝑋# + 𝑋#𝑋!) cos 𝜈𝑡 sin 𝜈𝑡 𝛼

= 4ℰ# 𝑋!# cos# 𝜈𝑡 + 𝑋## sin# 𝜈𝑡 + 𝑋!𝑋# + 𝑋#𝑋! cos 𝜈𝑡 sin 𝜈𝑡

𝛼 C𝐸 𝑡 𝛼 #

= 4ℰ# 𝑋! # cos# 𝜈𝑡 + 𝑋# # sin# 𝜈𝑡 + 2 𝑋! 𝑋# cos 𝜈𝑡 sin 𝜈𝑡

所以

𝛥 C𝐸 𝑡 # = 𝛼 C𝐸# 𝑡 𝛼 − 𝛼 C𝐸 𝑡 𝛼 #

= 4ℰ#[

]

𝑋!# − 𝑋! # cos# 𝜈𝑡 + 𝑋## − 𝑋# # sin# 𝜈𝑡

+ 𝑋!𝑋# + 𝑋#𝑋! − 2 𝑋! 𝑋# cos 𝜈𝑡 sin 𝜈𝑡

     由于在相干态中 Δ𝑋!# = Δ𝑋## = 1/4， 𝑋!𝑋# + 𝑋#𝑋! − 2 𝑋! 𝑋# = 0
                        所以  𝛥 C𝐸 𝑡 # = ℰ#
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l 下面用图示来刻画相干态与压缩态的电磁场表示

对于相干态，𝑋#和𝑋&的噪声相等

对于压缩态有两种情况，Δ𝑋# < 1/2，Δ𝑋& > 1/2和Δ𝑋# > 1/2，Δ𝑋& < 1/2

𝑋#可以理解为与振幅相关的量，𝑋&是与相位相关的量，与振幅、相位对应
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补充计算：

相干态和压缩态中 𝑋!𝑋# + 𝑋#𝑋! − 2 𝑋! 𝑋# = 0

𝑋! =
!
#
𝑎 + 𝑎" 𝑋# =

!
#*

𝑎 − 𝑎" 满足 𝑋!, 𝑋# = *
#

𝑋!𝑋# +𝑋# 𝑋! = 2𝑋!𝑋# −
𝑖
2

相干态| ⟩𝜶 下，

2𝑋!𝑋# −
𝑖
2
= 𝛼

1
2𝑖

𝑎 + 𝑎" 𝑎 − 𝑎" −
𝑖
2
𝛼 =

1
2𝑖
(𝛼# − 𝛼∗#)

2 𝑋! 𝑋# =
1
2𝑖
(𝛼 + 𝛼∗)(𝛼 − 𝛼∗) =

1
2𝑖
(𝛼# − 𝛼∗#)

∴ 𝑋!𝑋# + 𝑋#𝑋! − 2 𝑋! 𝑋# = 0
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𝟐 𝑿𝟏 𝑿𝟐 =
𝟏
𝟐𝒊 𝜶 𝓢) 𝝃 𝒂 + 𝒂) 𝓢 𝝃 𝜶 𝜶 𝓢) 𝝃 𝒂 − 𝒂) 𝓢 𝝃 𝜶

=
𝟏
𝟐𝒊 𝜶 𝐜𝐨𝐬𝐡 𝒓 − 𝜶∗𝒆𝒊𝜽 𝐬𝐢𝐧𝐡 𝒓) + (𝜶∗ 𝐜𝐨𝐬𝐡 𝒓 − 𝜶𝒆'𝒊𝜽 𝐬𝐢𝐧𝐡 𝒓 ×

𝜶𝐜𝐨𝐬𝐡 𝒓 − 𝜶∗𝒆𝒊𝜽 𝐬𝐢𝐧𝐡 𝒓 − 𝜶∗ 𝐜𝐨𝐬𝐡 𝒓 − 𝜶𝒆'𝒊𝜽 𝐬𝐢𝐧𝐡 𝒓

=
𝟏
𝟐𝒊
{[𝜶𝟐 𝒄𝒐𝒔𝒉𝟐 𝒓 + 𝜶∗𝟐𝒆𝟐𝒊𝜽 𝒔𝒊𝒏𝒉𝟐 𝒓 − 𝟐 𝜶 𝟐 + 𝟏 𝒆𝒊𝜽 𝒄𝒐𝒔𝒉 𝒓 𝒔𝒊𝒏𝒉𝒓]

−[𝜶∗𝟐𝒄𝒐𝒔𝒉𝟐 𝒓 + 𝜶𝟐𝒆'𝟐𝒊𝜽 𝒔𝒊𝒏𝒉𝟐 𝒓 − 𝟐 𝜶 𝟐 + 𝟏 𝒆'𝒊𝜽 𝒄𝒐𝒔𝒉 𝒓 𝒔𝒊𝒏𝒉𝒓]}

∴ 𝑿𝟏𝑿𝟐 + 𝑿𝟐𝑿𝟏 − 𝟐 𝑿𝟏 𝑿𝟐 = 𝟎

压缩态| ⟩𝜶, 𝝃 下

𝟐𝑿𝟏𝑿𝟐 −
𝒊
𝟐 = 𝜶 𝓢) 𝝃 𝟏

𝟐𝒊 𝒂 + 𝒂
) 𝒂 − 𝒂) − − 𝒊

𝟐 𝓢 𝝃 𝜶

=
𝟏
𝟐𝒊 {[𝜶

𝟐 𝐜𝐨𝐬𝐡𝟐 𝒓 + 𝜶∗𝟐𝒆𝟐𝒊𝜽 𝐬𝐢𝐧𝐡𝟐 𝒓 − 𝟐 𝜶 𝟐 + 𝟏 𝒆𝒊𝜽 𝐜𝐨𝐬𝐡 𝒓 𝐬𝐢𝐧𝐡 𝒓]

− [𝜶∗𝟐𝐜𝐨𝐬𝐡𝟐 𝒓 + 𝜶𝟐𝒆'𝟐𝒊𝜽 𝐬𝐢𝐧𝐡𝟐 𝒓 − 𝟐 𝜶 𝟐 + 𝟏 𝒆'𝒊𝜽 𝐜𝐨𝐬𝐡 𝒓 𝐬𝐢𝐧𝐡 𝒓]}
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四、薛定谔猫态

l 定义：诸如| ⟩𝝍 = 𝑵 ⟩𝜶 + 𝒆𝒊𝝓 ⟩−𝜶 | ⟩𝝍 形式的叠加相干态即为光场的“薛

定谔猫态”，其中𝑵为归一化因子，𝝓为叠加态的相位差，当𝝓 = 𝟎时，为

偶猫态；当𝝓 = 𝝅时，为奇猫态。|𝜶|越大，猫态越大，态越宏观。

l 奇、偶猫态形式：

| ⟩𝜶 𝒐 = 𝑵𝒐 | ⟩𝜶 − | ⟩−𝜶 = (𝒔𝒊𝒏𝒉 |𝜶|𝟐)'𝟏/𝟐\
𝒏R𝟎

T
𝜶𝟐𝒏%𝟏

𝟐𝒏 + 𝟏 !
| ⟩𝟐𝒏 + 𝟏

| ⟩𝜶 𝒆 = 𝑵𝒆 | ⟩𝜶 + | ⟩−𝜶 = (𝒄𝒐𝒔𝒉 |𝜶|𝟐)'𝟏/𝟐\
𝒏R𝟎

T
𝜶𝟐𝒏

𝟐𝒏 !
| ⟩𝟐𝒏

𝑵𝒐, 𝑵𝒆为归一化因子， 𝑵𝒐 =
𝟏
𝟐
𝒆
|𝜶|𝟐
𝟐 (𝒔𝒊𝒏𝒉|𝜶|𝟐)'

𝟏
𝟐 ， 𝑵𝒆=

𝟏
𝟐
𝒆
|𝜶|𝟐
𝟐 (𝒄𝒐𝒔𝒉|𝜶|𝟐)'

𝟏
𝟐

奇、偶猫态相互正交。相干态可以写作奇、偶猫态的组合:(自己推一下)

| ⟩𝜶 = 𝒆'
𝟏
𝟐 𝜶

𝟐
[ 𝒔𝒊𝒏𝒉 𝜶 𝟐

𝟏
𝟐| ⟩𝜶 𝒐 + 𝒄𝒐𝒔𝒉 𝜶 𝟐

𝟏
𝟐| ⟩𝜶 𝒆]
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l 性质：

奇、偶猫态都是𝒂𝟐的本征态

𝒂𝟐| ⟩𝜶 𝒐(𝒆) = 𝒂𝟐𝑵𝒐 𝒆 (| ⟩𝜶 ∓ | ⟩−𝜶 ) = 𝜶𝟐| ⟩𝜶 𝒐(𝒆)

奇、偶猫态可以相互转化

𝒂| ⟩𝜶 𝒐 = 𝜶 (𝒄𝒐𝒕𝒉 𝜶 𝟐)𝟏/𝟐| ⟩𝜶 𝒆

𝒂| ⟩𝜶 𝒆 = 𝜶 (𝒕𝒂𝒏𝒉|𝜶|𝟐)𝟏/𝟐| ⟩𝜶 𝒆

𝒂| ⟩𝜶 𝒐 = 𝒂𝑵𝒐 | ⟩𝜶 − | ⟩−𝜶 = 𝜶 | ⟩𝜶 + | ⟩−𝜶 𝑵𝒐

= 𝜶
𝑵𝒐
𝑵𝒆

| ⟩𝜶 𝒆 = 𝜶 (𝒄𝒐𝒕𝒉 𝜶 𝟐)
𝟏
𝟐| ⟩𝜶 𝒆

| ⟩𝜶 𝒐 = 𝑵𝒐 | ⟩𝜶 − | ⟩−𝜶 = (𝒔𝒊𝒏𝒉 |𝜶|𝟐)'𝟏/𝟐\
𝒏R𝟎

T
𝜶𝟐𝒏%𝟏

𝟐𝒏 + 𝟏 !
| ⟩𝟐𝒏 + 𝟏

| ⟩𝜶 𝒆 = 𝑵𝒆 | ⟩𝜶 + | ⟩−𝜶 = (𝒄𝒐𝒔𝒉 |𝜶|𝟐)'𝟏/𝟐\
𝒏R𝟎

T
𝜶𝟐𝒏

𝟐𝒏 !
| ⟩𝟐𝒏

𝑵𝒐 =
𝟏
𝟐𝒆

|𝜶|𝟐
𝟐 (𝒔𝒊𝒏𝒉|𝜶|𝟐)'

𝟏
𝟐

𝑵𝒆 =
𝟏
𝟐𝒆

|𝜶|𝟐
𝟐 (𝒄𝒐𝒔𝒉|𝜶|𝟐)'

𝟏
𝟐
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l 正交完备性：

奇猫态之间非正交、偶猫态之间非正交

𝒐 𝜶 𝜶f o = 𝒔𝒊𝒏𝒉 𝜶 𝟐 𝒔𝒊𝒏𝒉 𝜶f 𝟐 '𝟏𝟐 𝒔𝒊𝒏𝒉(𝜶∗𝜶f)

𝒆 𝜶 𝜶f e = 𝒄𝒐𝒔𝒉 𝜶 𝟐 𝒄𝒐𝒔𝒉 𝜶f 𝟐 '𝟏𝟐 𝒄𝒐𝒔𝒉 𝜶∗𝜶f

𝒐 𝜶 𝜶: o = 𝑵𝒐 𝜶 𝑵𝒐 𝜶: �𝜶| − ⟨−𝜶| | ⟩𝜶: − | ⟩−𝜶:

= 𝑵𝒐 𝜶 𝑵𝒐 𝜶: [𝟐exp −
1
2
𝛼 6 + 𝛼∗𝛼: −

1
2
𝛼: 6 −𝟐exp −

1
2
𝛼 6 − 𝛼∗𝛼: −

1
2
𝛼: 6 ]

=
𝟏
𝟒𝒆

|𝜶|𝟐
𝟐 (|𝜶

%|𝟐
𝟐 (𝒔𝒊𝒏𝒉|𝜶|𝟐𝒔𝒊𝒏𝒉|𝜶:|𝟐)%

𝟏
𝟐 exp −

1
2 𝛼 6 −

1
2 𝛼: 6 𝟐exp 𝛼∗𝛼: − 𝟐exp −𝛼∗𝛼:

= 𝒔𝒊𝒏𝒉 𝜶 𝟐 𝒔𝒊𝒏𝒉 𝜶: 𝟐
%𝟏𝟐 𝒔𝒊𝒏𝒉(𝜶∗𝜶:)

| ⟩𝜶 𝒐 = 𝑵𝒐 | ⟩𝜶 − | ⟩−𝜶
| ⟩𝜶 𝒆 = 𝑵𝒆 | ⟩𝜶 + | ⟩−𝜶

𝛼 𝛼′ = exp −
1
2
𝛼 # + 𝛼∗𝛼: −

1
2
𝛼: # ≠ 0

𝑵𝒐 =
𝟏
𝟐𝒆

|𝜶|𝟐
𝟐 (𝒔𝒊𝒏𝒉|𝜶|𝟐)'

𝟏
𝟐

𝑵𝒆 =
𝟏
𝟐𝒆

|𝜶|𝟐
𝟐 (𝒄𝒐𝒔𝒉|𝜶|𝟐)'

𝟏
𝟐
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奇猫态和偶猫态可以共同组成超完备的基

      但是奇猫态或者偶猫态自身不完备

𝑰 =
𝟏
𝝅
9𝒅𝜶𝟐𝒆%|𝜶|𝟐 𝒔𝒊𝒏𝒉|𝜶|𝟐| ⟩𝜶 𝒐𝒐⟨𝜶| + 𝒄𝒐𝒔𝒉 𝜶 𝟐| ⟩𝜶 𝒆𝒆⟨𝜶|

=
𝟏
𝝅
9𝒅𝜶𝟐 𝒆%|𝜶|𝟐[𝑵𝒐𝟐𝒔𝒊𝒏𝒉 𝜶 𝟐 | ⟩𝜶 − | ⟩−𝜶 �𝜶| − ⟨−𝜶| + 𝑵𝒆𝟐𝒄𝒐𝒔𝒉 𝜶 𝟐(

)

| ⟩𝜶

+ | ⟩−𝜶 �𝜶| + ⟨−𝜶| ] =
𝟏
𝝅9𝒅𝜶

𝟐 𝟏
𝟐 | ⟩𝜶 �𝜶| + | ⟩−𝜶 ⟨−𝜶| = 𝑰

（自己推一下）

∫ | ⟩𝛼 ⟨𝛼|𝑑#𝛼 = 𝜋

| ⟩𝛼 K = 𝑁K | ⟩𝛼 − | ⟩−𝛼
| ⟩𝛼 L = 𝑁L | ⟩𝛼 + | ⟩−𝛼

𝑁g =
1
2 𝑒

|=|&
& (𝑠𝑖𝑛ℎ|𝛼|&)'

#
&

𝑁X =
1
2 𝑒

|=|&
& (𝑐𝑜𝑠ℎ|𝛼|&)'

#
&
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l 压缩猫态

定义：压缩算符作用于薛定谔猫态得到压缩猫态

具体形式：| ⟩𝝍 𝒔 = 𝓢 𝝃 ⟩𝜶 + 𝒆𝒊𝝓 ⟩−𝜶 ，

𝓢 𝝃 = 𝒆()𝝃𝒂,
𝟐
,𝝃∗𝒂𝟐)/𝟐为单模压缩算符

这里可以接入前沿文献。。。。。。
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五、思考题

1. 相干态与压缩态的定义是什么？

2. 证明相干态的两个定义| ⟩𝛼 = 𝒟(𝛼)| ⟩0 和𝑎| ⟩𝛼 = 𝛼| ⟩𝛼 是等价的。

3. 平移算符𝒟(𝛼)和压缩算符𝒮(𝜉)的具体表达式是什么？

4. 相干态用Fock态表象展开| ⟩𝛼 = ∑< 𝑐<| ⟩𝑛 ，展开系数的形式是什么？

如果用相干态表象展开Fock态呢？

5. 相干态| ⟩𝛼 中的平均光子数 𝑛 和光子数分布𝑃< = 𝑛 𝛼 &是怎样的？ 

6. Fock态| ⟩𝑛 ，相干态| ⟩𝛼 ，压缩态| ⟩𝛼, 𝜉 中测不准关系？噪声或涨落？ 

7. 相干态、压缩态的正交完备性？

8. 电场 «𝐸(𝑡)在相干态和压缩态中的表示？ 

9. 压缩态是哪个算符的本征态？

10. 压缩态的平均光子数 𝑛 和光子数分布𝑃< = 𝑛 𝛼, 𝜉 &的特点？

11. 薛定谔猫态及其特点？ 
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背景、定义、算符、性质。。。

态表示和特点、电磁场表示。。。

作业：小报告的形式

说说对相干态、压缩态及其猫态的理解？

（ 有题目、摘要、章节、总结、文献等）

用自己的语言完整表述，

有公式地方要说清楚来历并亲自推一下

此次作业重在公式推导

或者，也可以写个前沿小报告
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