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第四章  电磁场量子化

一、电磁场量子化过程 
二、Fock态表象 

三、算符代数的运算定律 

四、Lamb位移

五、量子拍频 

六、思考题（作业） 
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一、电磁场量子化过程

1. 问题：如何将电磁场中的能量变成一份份的能量子（即

光子）？

这个问题分成以下几步来解决：

a) 写出正确的哈密顿量

b) 能量以场的形式存在，场是以模式的形式存在，并

能用腔中的模式展开（问题：光能不能不以模式的形式

存在？）

c) 𝑬,𝑯这些可观测量可以写成厄米算符的形式；哈密

顿量𝓗形式上（结构上）与谐振子相同，这里可以套用

谐振子量子化的过程

d) 代入海森堡方程，使量子化的描述可以回到经典
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a) 写出正确的哈密顿量𝓗

l 无论对于经典体系还是量子体系，哈密顿量的物理意义都是表示

系统的能量，形式也是相同的

    在经典体系中，ℋ用力学量进行表达

   而在量子体系中，ℋ则要用算符来表达

l 我们考虑真空中的一维腔情况。在经典体系中，有

ℋ =
1
2&!

𝑑𝑉(𝜀"𝐸#$ + 𝜇"𝐻%$)

我们要与我们已知的谐振子的情况对接，经过处理后形式地

给出  ℋ = &!

$'
+ (

$
𝑚𝝂$𝑞$

从此就可以利用谐振子量子化步骤完成量子化过程

（即从 𝑝, 𝑞 = 𝑖ℏ得到 𝑎, 𝑎) = 1）



5

b) 光场用腔的模式展开

l 真 空 中 的 一 维 无 源 腔 的 麦 克 斯 韦 方 程 组 为 ：

	 ∇ ' 𝐷 = 0	 (无源𝜌 = 0)
∇ ' 𝐵 = 0

	 ∇×𝐻 = !"
!#
	 真空中𝐽 = 0

∇×𝐸 = − !$
!#

下面将电磁场𝐸, 𝐵这些可观测量 𝐵 = 𝜇𝐻 变为厄米算符
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l 在一维腔中，将电场𝐸，磁场𝐵进行模式展开。这里令电

场𝐸为𝑥方向，磁场𝐵为𝑦方向，波矢为𝑧方向

利用∇× ∇×𝐸 = ∇ ∇ ' 𝐸 − ∇%𝐸得到腔内波动方程

𝜕%𝐸&
𝜕𝑧%

−
1
𝑐%
𝜕%𝐸&
𝜕𝑡%

= 0

并且有边界条件：𝐸&|'() = 𝐸&|'(* = 0
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l 在腔中，可以将𝐸&时空分离，得到一系列模式：这些模

式不管有无电磁场都存在，不论有没有被激发都存在

   （提问）

l 对于其中一个模式，分离变量后可以得到𝐸& ∝ 𝑢 𝑧 𝑒+𝝂!#，

再代入波动方程就有

𝑑%𝑢
𝑑𝑧%

+
𝝂-%

𝑐%
𝑢 = 0

它的解为𝑢- 𝑧 = 𝐴𝑗sin(𝑘-𝑧)。由边界条件𝐸&|'() =

𝐸&|'(* = 0又有𝑘- =
𝝂!
.
= /-

*
, 𝑗 = 1,2, …
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l 下面引入𝑞+来描述电场，引入𝑞+是为了将电磁场能量写成我们熟悉的

谐振子能量的形式，即：𝐸# 𝑧, 𝑡 = ∑+ 𝑞+ 𝑡 	𝐴+ sin(𝑘+𝑧)

这样腔中电磁模式的电场能量就是

1
2&!

𝜀" A
+

𝐴+𝑞+ 𝑡 sin(𝑘+𝑧)
$

𝑑𝑉 =
1
2A

+

&
!
𝜀" 𝐴+𝑞+ 𝑡 sin(𝑘+𝑧)

$𝑑𝑉

=
𝜀"
2 A

+

𝐴+$𝑞+$ 𝑡 B
𝐿
2 B 𝐴 =

𝜀"
2
𝑉
2A

+

𝐴+$𝑞+$ 𝑡

其中𝐴为腔x-y面的截面积，还用到不同模式间正交的特性：

∫"
, sin(𝑘+𝑧) sin(𝑘-𝑧) dz =

,
$
𝛿-+

要使这个能量与谐振子模式的势能∑+
(
$
𝑚+𝜈+$𝑞+$一致， 𝑚+=1

需要取𝐴+ =
$.𝒋

𝟐'$

!/%

(/$
，和系统有关的常数
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l 𝐻0 𝑧, 𝑡 则可以通过∇×𝐻 = !"
!#
来得到：因为只有𝐸&，所

以只有𝐻0存在

𝐻0 𝑧, 𝑡 =L
-

𝜀) ̇𝑞-
𝑘-

𝐴- cos(𝑘-𝑧)

l 回代到哈密顿量，得到形式上与谐振子相同的ℋ

ℋ =
1
2
L
-

（𝑚-𝜈-𝟐𝑞-% +𝑚- ̇𝑞-%）

至此，通过电磁场模式，与谐振子哈密顿量之间的

联系就找到了

(Q1: 模式去哪里了？有没有拼凑的嫌疑？）

以上全是经典的结果
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c) 给出对易关系（以下与谐振子量子化过程相同）

l 𝑞-, 𝑝-" = 𝑖ℏ𝛿--"，这里的 ℏ就是量子与经典的桥梁

𝑞-, 𝑞-" = 𝑝-, 𝑝-" = 0，这个式子说明不同模式间是独立的

l 正则变换

𝑎-𝑒1+2!# =
1

2𝑚-𝜈-ℏ
(𝑚-𝜈-𝑞- + 𝑖𝑝-)

𝑎-
3𝑒+2!# =

1
2𝑚-𝜈-ℏ

(𝑚-𝜈-𝑞- − 𝑖𝑝-)

𝑎-
3, 𝑎-分别为𝑗模式产生和湮灭算符
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l 那么电磁场可以表示为Z
𝐸& = ∑- 𝜖-𝑎-𝑒1+2!# sin(𝑘-𝑧) + 𝐻. 𝑐.

𝐻0 = −𝑖𝜀)𝑐 ∑- 𝜖-𝑎-𝑒1+2!# cos(𝑘-𝑧) + 𝐻. 𝑐.

其中𝜖- = ℏ𝜈-/(𝜀)𝑉)，元激发的振幅

即：对应一个模式中只有单个光子能量时所对应的振幅 

l 再回代到哈密顿量中，替换掉𝑝-，𝑞-，得到一维情况下的ℋ

ℋ = ∑- ℏ𝜈-(𝑎-
3𝑎- +

4
%
)

(Q2: 既然模式的信息不在ℋ里，微纳结构中电场量子化后的形式是什么？）

其中𝜈-为频率，有 𝑎-, 𝑎-"
3 = 𝛿--"， 𝑎-, 𝑎-" = 𝑎-

3, 𝑎-"
3 = 0（模式

间独立）

如果𝐸&，𝐻0能被𝑎-，𝑎-
3表示出来，其它所有电磁场中的物理量

都能被表示出来
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d) 代入海森堡方程

!
𝑖ℏ ̇𝑞I = [𝑞I,ℋ]
𝑖ℏ ̇𝑝I = [𝑝I,ℋ]

l 可得到麦克斯韦方程组。在形式上由量子回

到经典

l 说明可以解释经典中的电磁现象：如横波

l 也可以解释量子现象

至此，电磁场量子化完毕
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ℰ的物理意义：元激发振幅 （ ℰ = ℏ𝜈 /(𝜀J𝑉)）

（一个模式中只有单个光子的能量时所对应的振幅）

𝐸& = ℰ 𝑎𝑒1+2# + 𝑎5𝑒+2# 𝑠𝑖𝑛 𝑘𝑧

𝜖)𝐸&𝐸&∗ = 𝜖) ℰ % 𝑠𝑖𝑛% 𝑘𝑧 2𝑎5𝑎 + 1 + 𝑎5𝑎5…+ 𝑎 𝑎 …

𝐻0 = −𝑖𝜖)𝑐ℰ 𝑎𝑒1+2# − 𝑎5𝑒+2# 𝑐𝑜𝑠 𝑘𝑧

𝜇)𝐻0𝐻0∗ = 𝜖) ℰ % 𝑐𝑜𝑠% 𝑘𝑧 2𝑎5𝑎 + 1 + 𝑎5𝑎5…+ 𝑎 𝑎 …

所以总能量

𝑊 =∭!
(
$
𝜖"𝐸#𝐸#∗ + 𝜇"𝐻%𝐻%∗ 𝑑𝑉 = 𝜖"𝑉 ℰ $ 𝑎3𝑎 + (

$
𝑎3𝑎3…+ 𝑎 𝑎 …
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在 |𝑛⟩量子态下，能量期望为

𝑛 𝑊 𝑛 = 𝜖)𝑉 ℰ % 𝑛 +
1
2

又因为H在|𝑛⟩下的本征值为

< 𝑊 >= ℏ𝜈(𝑛 +
1
2
)

对比两式， 
𝜖)𝑉 ℰ % = ℏ𝜈

即一维腔中的结果为（腔的大小、量子效应）

ℰ =
ℏ𝜈
𝜖)𝑉

(Q3:腔的大小如何影响元激发的振幅？）
(Q4:微纳结构中元激发的振幅是什么样的？有损耗怎么办？）
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2. 与量子化相关的问题

l 要将一维腔中的驻波模式推广到三维自由空间

形式上 𝐸# ∝ ∑+ 𝜖+𝑎+𝑒4-.$5(𝑒-6$79⃗ − 𝑒4-6$79⃗) + 𝐻. 𝑐. with 𝜖+ = ℏ𝜈+/(𝟐𝜀"𝑉)

l 推广到三维自由空间后（去掉了𝑒±+(2!#59!:<⃗)，因为不符合物理）

𝐸 𝑟, 𝑡 =L
9
𝑒̂9𝜖9 𝑎9𝑒1+2##5+9!:<⃗ + 𝐻. 𝑐.

= 𝐸5 𝑟, 𝑡 + 𝐸1 𝑟, 𝑡

𝐸5为正频部分，𝐸1为负频部分，𝑘+ = 2𝜋𝑛+/𝐿，𝑛+为正整数。
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l 横波条件：由∇ ' 𝐷 = 0可得到∇ ' 𝐸 = 0，即

∇ ' 𝐸 𝑟, 𝑡 = ∇ ' L
9
𝑒̂9𝜖9 𝑎9𝑒1+2##5+9!:<⃗ + 𝐻. 𝑐.

= 𝑒̂9 ' 𝑘 … = 0

可以看到电场偏振方向𝑒̂9与波矢方向𝑘是正交的

l 由对易关系，可得到测量关系

𝐸&, 𝐻0 ≠ 0（不平行分量不能同时测量）

𝐸&, 𝐻& = 0 （平行分量可以同时测量）
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l 关于态密度的理解：

简化到一维的情况，其中腔长为𝐿。在周期性边界条件下，

允许的行波模式的波矢为𝑘+ = 2𝜋𝑛+/𝐿，	𝑛+为正整数，相邻态

的间隔为
%/
*

自由空间中的态(mode)密度问题

假设在一个边长为𝐿的三维方盒子中，𝐿 → ∞，伸展至自由

空间，那么对波矢的求和可以写成积分
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l 问题：𝜈9~𝜈9 + 𝑑𝜈9中有多少个mode存在？

p𝑑>𝑘 = 𝑘%𝑑𝑘q
)

/
sin 𝜃 𝑑𝜃q

)

%/
𝑑𝜑 = 4𝜋𝑘%𝑑𝑘

设𝑘~𝑘 + 𝑑𝑘中的mode数目为𝑑𝑁，有（令𝜈 = 𝑐𝑘）

𝑑𝑁 = 8𝜋
𝐿
2𝜋

>
𝑘%𝑑𝑘 =

𝐿>

𝜋%
𝜈%

𝑐>
𝑑𝜈

我们就可以定义态密度𝐷 𝜈 ：𝐷 𝜈 = *$

/%
2%

.$

态密度的重要性，如自发辐射
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如来佛：模式

孙猴子：光子



20

二、Fock态 （具体内容参考粒子数表象部分，不再赘述）

l 真空涨落的问题（电场在真空态的涨落问题）

一维单模电场𝐸在| ⟩𝑛 态中存在涨落。特别是在真空态| ⟩0 中有

真空涨落。由电场表达式𝐸 = 𝜖𝑎𝑒1+2#5+9' + 𝐻. 𝑐.可以计算涨落

𝛥𝐸 = 𝐸% − 𝐸 %

其中𝐸% = 𝐸𝐸5，对任意Fock态| ⟩n ，可得 

𝐸% = 𝑛 𝐸% 𝑛 = |𝜖|% 2𝑛 + 1

𝐸 = 𝑛 𝐸 𝑛 = 0

所以： 𝛥𝐸 = |𝜖| 2𝑛 + 1

当𝑛 = 0时，真空态| ⟩0 的涨落𝛥𝐸 = 𝜖 ≠ 0。虽然此时一

个光子都没有，但是电场仍然存在涨落，涨落是多大呢？

(vacuum state fluctuation)
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实际测量的真空的量子涨落（真空态的电场的涨落）
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微纳光子结构中的电磁场量子化讨论：

1. 吸收介质中或其它介质中可否光场量子化？

2.  以上结构中量子化的过程与自由空间中的异同？

3.  光学模式体积会有变化吗？元激发振幅呢？

4.  各类微纳光子结构中（微纳光学腔）量子化后特点？
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三、算符代数运算规律

1. 算符展开定律

若 x𝐴和 y𝐵是两个不对易的算符，𝑥是一复数，则

x𝑓 𝑥 = 𝑒& ?@ y𝐵𝑒1& ?@ = y𝐵 + 𝑥 x𝐴, y𝐵 +
𝑥%

2!
x𝐴, x𝐴, y𝐵 + ⋯

证明：将 x𝑓 𝑥 在𝑥 = 0处进行泰勒展开，有

x𝑓 𝑥 = x𝑓 0 + 𝑥 x𝑓A(0) +
𝑥%

2!
x𝑓AA(0) + ⋯

于是可以通过求 x𝑓 𝑥 的导数来获得 x𝑓 𝑥 的展开式：

x𝑓A 𝑥 = 𝑒& ?@( x𝐴 y𝐵 − y𝐵 x𝐴)𝑒1& ?@

x𝑓AA 𝑥 = 𝑒& ?@( x𝐴 x𝐴 y𝐵 − x𝐴 y𝐵 x𝐴 − x𝐴 y𝐵 x𝐴 + y𝐵 x𝐴 x𝐴)𝑒1& ?@

取𝑥 = 0可得到： x𝑓A 0 = x𝐴, y𝐵 ， x𝑓AA 0 = x𝐴, x𝐴, y𝐵

得： x𝑓 𝑥 = 𝑒& ?@ y𝐵𝑒1& ?@ = y𝐵 + 𝑥 x𝐴, y𝐵 + &%

%!
x𝐴, x𝐴, y𝐵 + ⋯
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l 几个重要推论

i. 若 x𝐴, y𝐵 = 𝑐（一个复数），则

𝑒& ?@ y𝐵𝑒1& ?@ = y𝐵 + 𝑐𝑥

此时𝑒& ?@是一个平移算符，将 y𝐵平移为 y𝐵 + 𝑐𝑥。

ii. 若𝑥 = 1，𝐴 = −𝛾𝑎3 + 𝛾∗𝑎（𝛾是一个复数），则 𝐴, 𝑎

= 𝛾， 𝐴, 𝑎3 = 𝛾∗，有

𝑒1CD&5C∗D𝑎𝑒CD&1C∗D = 𝑎 + 𝛾

𝑒1CD&5C∗D𝑎3𝑒CD&1C∗D = 𝑎3 + 𝛾∗

其中𝑒1CD&5C∗D就是与相干态(coherent state)相关的

平移算符

3𝑓 𝑥 = 𝑒W XY 7𝐵𝑒ZW XY = 7𝐵 + 𝑥 3𝐴, 7𝐵 +
𝑥[

2!
3𝐴, 3𝐴, 7𝐵 +⋯
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iii. 若𝐴 = 𝑁 = 𝑎\𝑎，𝐵 = 𝑎或𝑎\，则 𝑁, 𝑎 = −𝑎，

𝑁, 𝑁, 𝑎 = 𝑎，有

𝑒W]𝑎𝑒ZW]̂ = 𝑎𝑒ZW

𝑒W]𝑎\𝑒ZW]̂ = 𝑎\𝑒W

其中𝑒W]就是与压缩态(squeezed state)相关

的伸缩算符

3𝑓 𝑥 = 𝑒W XY 7𝐵𝑒ZW XY = 7𝐵 + 𝑥 3𝐴, 7𝐵 +
𝑥[

2!
3𝐴, 3𝐴, 7𝐵 +⋯
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2. Baker-Hausdorff定律（B-H定律）

若 x𝐴和 y𝐵是两个不对易的算符，但有 x𝐴, x𝐴, y𝐵 = y𝐵, x𝐴, y𝐵 =

0，则有

𝑒 ?@5 E$ = 𝑒 ?@𝑒 E$𝑒1 ?@, E$ /%

= 𝑒 E$𝑒 ?@𝑒 ?@, E$ /%

证明：令 x𝑓 𝑥 = 𝑒& ?@𝑒& E$，求导得

𝑑 x𝑓
𝑑𝑥

= x𝐴𝑒& ?@𝑒& E$ + 𝑒& ?@ y𝐵𝑒& E$ = ( x𝐴 + 𝑒& ?@ y𝐵𝑒1& ?@) x𝑓(𝑥)

利用算符展开定律有𝑒& ?@ y𝐵𝑒1& ?@ = y𝐵 + 𝑥 x𝐴, y𝐵 ，积分后可得

( x𝑓 0 = 1)

x𝑓 𝑥 = 𝑒& ?@5 E$ 5&% ?@, E$ /%

令𝑥 = 1就有: 𝑒 ?@5 E$ = 𝑒 ?@𝑒 E$𝑒1 ?@, E$ /%

定律的第二个等号同理可证
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The Nobel Prize in Physics 1955

Willis Eugene Lamb
Born: 1913, Los Angeles, CA, USA
Died: 2008, Tucson, AZ, USA
Affiliation: Stanford University
Prize motivation: "for his discoveries concerning 
the fine structure of the hydrogen spectrum."

“According to Niels Bohr‘s atomic model, a photon is emitted when an 
electron descends to a lower energy level. This results in a spectrum with 
lines corresponding to the different energy levels of different atoms. It 
appeared that the lines were divided into several lines close to one another, 
which Paul Dirac tried to explain in a theory. However, in 1947 Willis 
Lamb used precise measurements to establish what became known as the 
Lamb shift: what ought to have been a single energy level in the hydrogen 
atom according to Paul Dirac’s theory actually was two nearby levels 
with a small difference in energy”

四、兰姆位移(Lamb shift)

https://www.nobelprize.org/prizes/physics/1955/lamb/facts/
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(a) 问题的由来：实验中测得氢原子2s能级比2p能级高约1 GHz

l 从量子力学的结果来看（考虑角动量耦合和精细劈裂）

对于2s4/%能级有： 𝐸4 = 𝑐4 − 𝑐%
4
H54

− >
IJ

, 𝑗 = 𝑙 + 1/2

对于2p4/%能级有： 𝐸% = 𝑐4 − 𝑐%
4
H
− >
IJ

, 𝑗 = 𝑙 − 1/2

发现𝐸4 = 𝐸%，不存在能级差
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l 1947年，W. E. Lamb和Rutherford用射频波谱学方法测得2s(/$

比2p(/$跃迁频率高出1057 MHz，约为1 GHz，这就是兰姆位移。

l 原子物理学书中认为兰姆位移是因为只考虑了原子核与电子间

的库仑相互作用，而没有考虑能级从上向下跃迁时的“辐射压

力”。这种初步的理解对应于真空态| ⟩0 时，真空（态）电场涨落

对电子的“力”。

l 量子力学框架中无法解决出现兰姆位移的问题。实际上要到

Feynman, Dyson等人发展了量子电动力学后，这个问题才被完

善的解决。解决的方法比较复杂。

l Mandel和Shor等人也用量子光学的全量子理论解释了兰姆位移。

下面提供一种利用半经典方法得到兰姆位移的方法



30

(b) 问题的解决

l 在量子光学框架中，利用半经典方法和真空涨落就可

以轻易解释这个问题

l 而在目前的量子光学研究中，理论总是超前于实验：

如BEC，量子信息以及相干原子系统等

l 在半经典理论中，原子是量子的，光场则是经典的

l 氢原子的哈密顿量满足薛定谔方程：

（− ℏ%

%L
∇% + 𝑉 𝑟 ）	𝜑J 𝑟 = 𝐸J𝜑J 𝑟

      其中𝑛 = 2，对应2s4/%和2p4/%轨道 
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l 下面的关注点就是：有了外电场𝐸9后，外电场对电子的

“辐射压力”。在量子光学中，外电场𝐸9是一个算符，要讨

论它可观测的效果，应在量子态下进行平均： 𝜓 𝐸 𝜓 和

𝜓 𝐸% 𝜓 。而这个系统中的| ⟩𝜓 是什么呢？就是真空态| ⟩0 。

l 外电场对电子的“辐射压力”由电场力𝐹⃗ = −𝑒𝐸导致的势能

起伏∆𝑉来计算。
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“氢原子中的电子绕核运动时穿越真空，受到
真空的阻碍出现抖动，这种抖动产生Lamb 移动”



33

l 具体处理过程如下：

l ∆𝑉 = 𝑉 𝑟 + 𝛿𝑟 − 𝑉 𝑟

≈ 𝛿𝑟 B ∇𝑉 𝑟 +
1
2! 𝛿𝑟 B ∇

$𝑉 𝑟

其中高次项被忽略了。

l 第一项由于电子在外场（真空态）下的涨落是各向同性的，所以

𝛿𝑟 = 0，对应 0 𝐸 0 = 0。

l 第二项有

𝛿𝑟 B ∇ $𝑉 = 𝛿𝑟$ :;<
1
3∇

$ −
𝑒$

4𝜋𝜀"𝑟 ;=>?

其中 𝛿𝑟$ :;<为电子轨道半径在真空态下起伏量的平方。最

后一部分则是对于原子不同轨道半径势能的平均。最后讲一

下1/3的来历问题
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34和35页由2022级博士生张嘉宁和助教刘旗协助完成
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l 先算对原子的平均，对于2s4/%态有

𝜑%M 0 = 4

N/D($
)/% , 𝑎)为玻尔半径，可得

∇% −
𝑒%

4𝜋𝜀)𝑟 OPQR
= −

𝑒%

4𝜋𝜀)
q𝑑𝑟𝜑%M∗ 𝑟 ∇%

1
𝑟
𝜑%M 𝑟

由于∇% 4
<
= −4𝜋𝛿(𝑟)，所以

∇% −
𝑒%

4𝜋𝜀)𝑟 OPQR
=
𝑒%

𝜀)
𝜑%M 0 % =

𝑒%

8𝜋𝜀)𝑎)>

而对于2p4/%态，𝜑%S 0 = 0

𝛿𝑟 ' ∇ %𝑉 = 𝛿𝑟% TOU
1
3
∇% −

𝑒%

4𝜋𝜀)𝑟 OPQR
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l 再计算 𝛿𝑟! "#$。 𝛿𝑟来源于电场𝐸， 所以，通常来说 𝛿𝑟! 是在光场

的量子态中取平均，因为这里没有外加光场，考虑真空态即可。经

典情况下，在波矢为𝒌的单模光场下，电子的位移满足牛顿运动方

程（牛顿第二定律）：

𝑚
𝑑%

𝑑𝑡%
𝛿𝑟 𝒌 = −𝑒𝐸𝒌

这样的假设在光场频率远大于玻尔轨道的运动频率时是成立

的，即𝜈 ≫ 𝜈% = 𝜋𝑐/𝑎%时。可以认为𝛿𝑟按简谐模式振荡，有：

𝛿𝑟 𝒌 𝑡 ≅ 𝛿𝑟 𝒌 0 𝑒'()* + 𝑐. 𝑐.

代入运动方程可以得到

𝛿𝑟 𝒌 ≅
𝑒

𝑚𝑐!𝑘!
𝐸𝒌

抖动𝛿𝑟与外加电场的对应关系
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l 之后对所有电场模式𝐸𝒌 = 𝜖𝒌𝑎𝒌𝑒4-.53-𝒌7𝒓 + 𝐻. 𝑐.求和得到

𝛿𝑟 :;< =0

𝛿𝑟$ :;< =A
𝒌

𝑒
𝑚𝑐$𝑘$

$
0 𝐸𝒌$ 0

=A
𝒌

𝑒
𝑚𝑐$𝑘$

$ ℏ𝑐𝑘
2𝜀"𝑉

其中𝜖𝒌 =
ℏC6
$/%!

(/$
。自由空间中，模式连续，求和变为

积分，即

A
𝒌

→𝟐
𝐿
2𝜋

D
&4𝜋𝑘$𝑑𝑘
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考虑态密度后，可得

𝛿𝑟% TOU = 2
𝑉
2𝜋 > 4𝜋q𝑑𝑘𝑘

% 𝑒
𝑚𝑐%𝑘%

% ℏ𝑐𝑘
2𝜀)𝑉

=
1

2𝜀)𝜋%
𝑒%

ℏ𝑐
ℏ
𝑚𝑐

%
q
𝑑𝑘
𝑘

这个发散的积分需要限制它的上下限。下限是之前提到

的𝜈 > 𝜋𝑐/𝑎)，即𝑘 > 𝜋/𝑎)。上限是在波长长于康普顿散射

𝑘 < 𝑚𝑐/ℏ时，上面的假设才成立，否则会进入相对论效应

的领域。综上，积分可得：

𝛿𝑟% TOU ≅
1

2𝜀)𝜋%
𝑒%

ℏ𝑐
ℏ
𝑚𝑐

%
ln
4𝜀)ℏ𝑐
𝑒%
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上述积分中，波尔半径为(原子物理，玻尔原子模型中电子能级量
子化的结果)

𝑎) =
4𝜋𝜀)ℏ%

𝑚𝑒%
则积分为

q
//D(

L./ℏ𝑑𝑘
𝑘 = ln

𝑚𝑐/ℏ
𝜋/𝑎)

= ln
𝑚𝑐𝑎)
ℏ𝜋 = ln

4𝜀)ℏ𝑐
𝑒%
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l 由此兰姆位移的表达式为

∆𝑉 =
4
3
𝑒[

4𝜋𝜀J
𝑒[

4𝜋𝜀Jℏ𝑐
ℏ
𝑚𝑐

[ 1
8𝜋𝑎Jm

ln
4𝜀Jℏ𝑐
𝑒[

代入具体数值计算后得到1 GHz，与实验测得的

1057 MHz是同一数量级的。由此可以看出，利用

半经典理论加上真空涨落可以很好的解释兰姆位

移
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讨论：

1. 氢原子中，其它同一能级的不同角量子数间是否存在

“shift”？氦原子呢？

2. 如果原子处在有外加电场（不是真空态）环境中，是

否存在shift，大小会改变吗？

3. 如果原子处在FP腔或微纳光子结构中，是否存在shift，

大小如何？

4. 如果原子间靠的很近，对shift有何影响？

5. Casimir力，来自于真空涨落
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He原子的部分文献：

1. NEW TEST OF QED FROM A MEASUREMENT OF THE 42S1/2-
42F5/2 3-PHOTON TRANSITION IN HE+, 作者: MAJUMDER, 
PK; PIPKIN, FM, PHYSICAL REVIEW LETTERS 卷: 63 期: 4 页: 
372-375 出版年: JUL 24 1989

2. LAMB SHIFT IN THE N=4 STATE OF HE+， 作者: MOHR, PJ
PHYSICAL REVIEW A 卷: 44 期: 7 页: R4089-R4090 出版年: 
OCT 1 1991

3. MEASUREMENT OF THE LAMB SHIFTS IN SINGLET LEVELS OF 
ATOMIC HELIUM， 作者: LICHTEN, W; SHINER, D; ZHOU, ZX
PHYSICAL REVIEW A 卷: 43 期: 3 页: 1663-1665 出版年: FEB 1 
1991

http://apps.webofknowledge.com/full_record.do?product=WOS&search_mode=GeneralSearch&qid=28&SID=6BVQB3hEMNzETS6V6sP&page=1&doc=1
http://apps.webofknowledge.com/full_record.do?product=WOS&search_mode=GeneralSearch&qid=28&SID=6BVQB3hEMNzETS6V6sP&page=1&doc=1
http://apps.webofknowledge.com/OutboundService.do?SID=6BVQB3hEMNzETS6V6sP&mode=rrcAuthorRecordService&action=go&product=WOS&lang=zh_CN&daisIds=305667
http://apps.webofknowledge.com/OutboundService.do?SID=6BVQB3hEMNzETS6V6sP&mode=rrcAuthorRecordService&action=go&product=WOS&lang=zh_CN&daisIds=305667
http://apps.webofknowledge.com/OutboundService.do?SID=6BVQB3hEMNzETS6V6sP&mode=rrcAuthorRecordService&action=go&product=WOS&lang=zh_CN&daisIds=60198
http://apps.webofknowledge.com/full_record.do?product=WOS&search_mode=GeneralSearch&qid=26&SID=6BVQB3hEMNzETS6V6sP&page=1&doc=1
http://apps.webofknowledge.com/OutboundService.do?SID=6BVQB3hEMNzETS6V6sP&mode=rrcAuthorRecordService&action=go&product=WOS&lang=zh_CN&daisIds=14828
http://apps.webofknowledge.com/full_record.do?product=WOS&search_mode=GeneralSearch&qid=26&SID=6BVQB3hEMNzETS6V6sP&page=1&doc=4
http://apps.webofknowledge.com/full_record.do?product=WOS&search_mode=GeneralSearch&qid=26&SID=6BVQB3hEMNzETS6V6sP&page=1&doc=4
http://apps.webofknowledge.com/OutboundService.do?SID=6BVQB3hEMNzETS6V6sP&mode=rrcAuthorRecordService&action=go&product=WOS&lang=zh_CN&daisIds=626666
http://apps.webofknowledge.com/OutboundService.do?SID=6BVQB3hEMNzETS6V6sP&mode=rrcAuthorRecordService&action=go&product=WOS&lang=zh_CN&daisIds=3194683
http://apps.webofknowledge.com/OutboundService.do?SID=6BVQB3hEMNzETS6V6sP&mode=rrcAuthorRecordService&action=go&product=WOS&lang=zh_CN&daisIds=28277443
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氢原子放在微纳金属结构附近：
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原子间相互作用对shift的影响：
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Lamb shift的综述
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延伸阅读：

来自于电场真空涨落的Casimir力
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五、量子拍(quantum beats)

(a) 问题的由来

l 对于Λ-系统和V-系统，将它们都制备如下的相干叠加态：

| ⟩𝜓 𝑡 = 𝑐D𝑒1+W+#| ⟩𝑎 + 𝑐X𝑒1+W,#| ⟩𝑏 + 𝑐.𝑒1+W-#| ⟩𝑐

这样制备的目的是为了让上面的能级存在布居，

否则在热平衡态下，上面能级几乎没有布居。

l 在Λ-系统中，| ⟩𝑎 分别以𝜈4，𝜈%的频率向| ⟩𝑏 ，| ⟩𝑐 进行偶极

跃迁。在V-系统中| ⟩𝑎 ，| ⟩𝑏 分别以𝜈4，𝜈%的频率向| ⟩𝑐 进行

偶极跃迁。
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l 从测量结果中发现，探测器探测到的辐

射光强中，Λ-系统中不存在拍频，而V-

系统存在拍频
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(b) 电偶极跃迁项及微观电偶极子的描述

        V型原子中电偶极跃迁项：

𝒫D. = 𝑒 𝑎 𝑟 𝑐 , 𝒫X. = 𝑒 𝑏 𝑟 𝑐

Λ型原子中电偶极跃迁项：

𝒫D. = 𝑒 𝑎 𝑟 𝑐 , 𝒫DX = 𝑒 𝑎 𝑟 𝑏

可以得到系统微观电偶极子的平均值：

𝑃Y 𝑡 = 𝒫D.𝜌D.𝑒+2)# + 𝒫X.𝜌X.𝑒+2%# + 𝑐. 𝑐.

𝑃Z 𝑡 = 𝒫D.𝜌D.𝑒+2𝟐# + 𝒫DX𝜌DX𝑒+2𝟏# + 𝑐. 𝑐.

其中𝜌D. = 𝑐D𝑐.∗，其它类似

l 宏观上，振荡的电偶极子辐射出电磁场，即𝐸(𝑡) ∝ 𝑃(𝑡)。 

           微观上的原理相同
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(c) 半经典理论中

l 对于电场𝐸 = 𝐸5 + 𝐸1，只取正频部分。即

𝐸 = 𝐸5 = 𝜖4𝑒1+2)# + 𝜖%𝑒1+2%#

注意这里电场是经典的，不是算符。那么，辐

射出的光子应该满足

𝐼 = 𝐸5 % = 𝜖4 % + 𝜖% % + 𝜖4𝜖%∗𝑒1+(2)12%)# + 𝑐. 𝑐.

结论是：在半经典理论中，不管是V型还是Λ

型原子都存在拍频项。
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(d)全量子理论中

l 先写出V型和Λ型原子中有一个光子能量（量子）的波函数

⟩𝜓[ 𝑡 = 𝑐D �𝑎, 02) , 02% + 𝑐X| �𝑏, 02) , 02%

+ 𝑐4 �𝑏, 12) , 02% + 𝑐% �𝑐, 02) , 12% + 𝑐.| �𝑐, 02) , 02%
紫色项没有量子，也可以忽略。

⟩𝜓Y 𝑡 = 𝑐D �𝑎, 02) , 02% + 𝑐X| �𝑏, 02) , 02%

+ 𝑐4 �𝑐, 12) , 02% + 𝑐% �𝑐, 02) , 12% + 𝑐.| �𝑐, 02) , 02%
紫色项没有量子，不会辐射出光子，可以忽略。
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l 此时电场成为算符，只取正频部分即 𝐸5 = 𝜖4𝑎4𝑒1+2)# +

𝜖%𝑎%𝑒1+2%#，可得电场强度（只考虑拍频项，自己算一下）

𝐼 = 𝐸5 % ∝ 𝜖4∗𝜖% 𝜓Z,Y 𝑎4
3𝑎% 𝜓Z,Y 𝑒+ 2)12% # + 𝑐. 𝑐.

在V型原子中

𝐼 ∝ 𝜖4∗𝜖% 12)02% 𝑎4
3𝑎% 𝟏2%𝟎2) 𝑐 𝑐 𝑒+ 2)12% # + 𝑐. 𝑐.

= 𝜖4∗𝜖%𝑒+ 2)12% # + 𝑐. 𝑐.

存在拍频项

而在Λ型原子中

𝐼 ∝ 𝜖4∗𝜖% 12)02% 𝑎4
3𝑎% 02%12) 𝑐 𝑏 𝑒+ 2)12% # + 𝑐. 𝑐. = 0

不存在拍频项。

以上结果与实验相吻合。
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五、思考题

1. 早期提出光的量子性的实验有哪些？其中重点理解“量子”与“光

子”的概念。

2. 光场量子化的步骤有哪些？理解每一步的要点。

3. 一维腔中“模式”的物理意义？模式是怎样与Fock态相对应的？

元激发所对应的振幅？

4. 电磁场𝐸,𝐻，磁矢势𝐴以及哈密顿量ℋ的算符表示。

5. 升降算符𝑎, 𝑎)的对易关系；Fock态的正交完备性，| ⟩𝑛 与| ⟩𝑛 + 1

之间的递推关系。

6. 零点能、电场的真空涨落是什么？

7.   兰姆位移是什么？如何理解兰姆位移？

8.   量子拍是什么？如何理解量子拍？
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