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第三章  角动量表象
一、角动量的一般性质（复习）

二、角动量的耦合 （CG系数）

三、量子体系的转动

四、不可约张量算符

五、思考题（作业）

20240924 ygu@pku.edu.cn
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量子中守恒量怎么定义？
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以下的目的就是想求j2的本征值，
即l的值



13



14



15

𝒎− 𝟏 𝒋! 𝒎 = 𝒎 𝒋" 𝒎− 𝟏 ∗
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角动量的Schwinger表象

目的：建立粒子数表象和角动量表象的联系

l 设有两类谐振子，分别用𝑎!, 𝑎!
"和𝑎#, 𝑎#

"表示，有 𝑎$ , 𝑎%
" = 𝛿$%，

𝑎$ , 𝑎% = 𝑎$
", 𝑎%

" = 0。可以定义粒子数算符𝑁! = 𝑎!
"𝑎!，𝑁# = 𝑎#

"𝑎#，

那么量子态可以表示为 | ⟩𝑛!𝑛# =
&!
" #!

&$
" #$

'!!'$!
| ⟩0

l 𝑎!, 𝑎!
"和𝑎#, 𝑎#

"与角动量算符𝑗#, 𝑗)(𝛼 = 𝑥, 𝑦, 𝑧)之间存在联系，可定义

𝑗* = 𝑎!
"𝑎# + 𝑎#

"𝑎! /2 = 𝑗*
"

𝑗+ = 𝑎!
"𝑎# − 𝑎#

"𝑎! /2𝑖 = 𝑗+
"

𝑗, = 𝑎!
"𝑎! − 𝑎#

"𝑎# /2 = 𝑗,
"

这样的定义既可以满足各算符的厄米性

同样符合角动量对易关系 𝑗) , 𝑗- = 𝑖𝜖)-.𝑗. 
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𝑗!则与𝑁 = 𝑁" + 𝑁!有关（这里j和  N是算符）：

𝑗! = 𝑗#! + 𝑗$! + 𝑗%!

=
1
4

𝑎"
&𝑎! + 𝑎!

&𝑎"
!
− 𝑎"

&𝑎! − 𝑎!
&𝑎"

!
+ 𝑎"

&𝑎" − 𝑎!
&𝑎!

!

=
1
4 2𝑎"

&𝑎!𝑎!
&𝑎" + 2𝑎!

&𝑎"𝑎"
&𝑎! + 𝑁"! + 𝑁!! − 2𝑁"𝑁!

=
1
4
2𝑁" 𝑁! + 1 + 2𝑁! 𝑁" + 1 + 𝑁"! + 𝑁!! − 2𝑁"𝑁!

=
1
4
𝑁"! + 𝑁!! + 2𝑁"𝑁! + 2 𝑁" + 𝑁!

=
𝑁
2

𝑁
2
+ 1
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l | ⟩𝑛"𝑛! 表象与| ⟩𝑗𝑚 表象之间的联系：由于𝑁 = 𝑁" + 𝑁!，

所以对应的本征值有𝑛 = 𝑛" + 𝑛!，有：

𝑗!| ⟩𝑛"𝑛! =
𝑁
2

𝑁
2
+ 1 | ⟩𝑛"𝑛! =

𝑛
2
𝑛
2
+ 1 | ⟩𝑛"𝑛!

这里的
'
!
就是总角动量𝑗，它只能取整数和半整数。

𝑗%| ⟩𝑛"𝑛! =
1
2 (𝑁" − 𝑁!)|

⟩𝑛"𝑛! =
1
2 (𝑛" − 𝑛!)|

⟩𝑛"𝑛!

𝑗# = 𝑎"
&𝑎! + 𝑎!

&𝑎" /2 = 𝑗#
&

𝑗$ = 𝑎"
&𝑎! − 𝑎!

&𝑎" /2𝑖 = 𝑗$
&

𝑗% = 𝑎"
&𝑎" − 𝑎!

&𝑎! /2 = 𝑗%
&
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l 将量子数(𝑛", 𝑛!)换成(𝑗,𝑚)则有

3
𝑗 = (𝑛" + 𝑛!)/2
𝑚 = (𝑛" − 𝑛!)/2

即	 3
𝑛" = 𝑗 + 𝑚
𝑛! = 𝑗 − 𝑚

其中5
𝑚 = −𝑗,−𝑗 + 1,… , 𝑗

𝑛" = 0,1, …2𝑗
𝑛! = 2𝑗, 2𝑗 − 1,…0

量子态| ⟩𝑗𝑚 则可以表示为| ⟩𝑛"𝑛! 的形式：

| ⟩𝑗𝑚 =
𝑎"
& ()*

𝑎!
& (+*

(𝑗 + 𝑚)! (𝑗 − 𝑚)!
| ⟩0
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l 磁量子数𝑚的升降算符𝑗±：这两个算符使角动量量子态

的磁量子数增减1。

5
𝑗) = 𝑗# + 𝑖𝑗$ = 𝑎"

&𝑎!
𝑗+ = 𝑗) & = 𝑎!

&𝑎"
                 3𝑛" = 𝑗 + 𝑚

𝑛! = 𝑗 − 𝑚

可得

𝑗) ⟩𝑗𝑚 = 𝑎"
&𝑎! ⟩𝑛"𝑛! = 𝑛" + 1 𝑛!| ⟩𝑛" + 1, 𝑛! − 1

= (𝑗 + 𝑚 + 1)(𝑗 − 𝑚)| ⟩𝑗,𝑚 + 1

同理可得：𝑗+| ⟩𝑗𝑚 = (𝑗 − 𝑚 + 1)(𝑗 + 𝑚)| ⟩𝑗,𝑚 − 1

自己算一下， 𝑗#和𝑗$作用在| ⟩𝑗𝑚 的运算规则和矩阵元

𝑗! = 𝑎"
#𝑎$ + 𝑎$

#𝑎" /2 = 𝑗!
#

𝑗% = 𝑎"
#𝑎$ − 𝑎$

#𝑎" /2𝑖 = 𝑗%
#

𝑗& = 𝑎"
#𝑎" − 𝑎$

#𝑎$ /2 = 𝑗&
#
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l 角量子数𝑗的升降算符𝐾±：这两个算符使角动量量子态的角

量子数增减1。

: 𝐾) = 𝑎"
&𝑎!

&

𝐾+ = 𝐾) & = 𝑎"𝑎!
可得

𝐾) ⟩𝑗𝑚 = 𝑎"
&𝑎!

& ⟩𝑛"𝑛! = 𝑛" + 1 (𝑛! + 1)| ⟩𝑛" + 1, 𝑛! + 1

= (𝑗 + 𝑚 + 1)(𝑗 − 𝑚 + 1)| ⟩𝑗 + 1,𝑚

同理可得：𝐾+| ⟩𝑗𝑚 = (𝑗 − 𝑚)(𝑗 + 𝑚)| ⟩𝑗 − 1,𝑚
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⼆、两个⻆动量的耦合（CG系数）

        属于不同自由度的角动量的耦合 

1.非耦合表象、耦合表象、 CG系数 

设有两个粒子，一个粒子具有角动量𝑗"，另一个具有角动量

𝑗!。两者之间满足对易关系 𝑗"-, 𝑗!. = 0。 𝑗"!, 𝑗"% 有共同本

征态𝜓(!*!（或者写成| ⟩𝑗"𝑚" ），那么有

:𝑗"
!| ⟩𝑗"𝑚" = 𝑗"(𝑗" + 1)| ⟩𝑗"𝑚"
𝑗"%| ⟩𝑗"𝑚" = 𝑚"| ⟩𝑗"𝑚"

同样的， 𝑗!!, 𝑗!% 的共同本征态𝜓("*"（或者写成| ⟩𝑗!𝑚! ）也

有相同的性质
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l 非耦合表象：由这两个粒子组成的体系的任何

一 个 态 ， 可 以 用 𝜓:);)𝜓:*;* （ 或 者 写 成

| ⟩𝑗<𝑚<𝑗=𝑚= ）展开。并且由 𝑗<=, 𝑗<>, 𝑗==, 𝑗=> 组成的

力学量完全集有(2𝑗< + 1)(2𝑗= + 1)个本征态。其

中𝑚? = −𝑗?, … , 𝑗?	(𝑖 = 1,2)
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l 耦合表象：用两个粒子总角动量𝐽来标记两个粒子组成的体系

      可定义：

𝐽 = 𝑗" + 𝑗!, 𝐽×𝐽 = 𝑖𝐽

有对易关系 𝐽!, 𝑗"! = 0, 𝐽!, 𝑗!! = 0, 𝐽!, 𝑗- = 0 (𝛼 = 𝑥, 𝑦, 𝑧)。于是，

𝑗"!, 𝑗!!, 𝐽!, 𝐽% 可组成一组力学量完全集，它们的共同本征态用𝜓(!("(*
（或者写成| ⟩𝑗"𝑗!𝑗𝑚 ）来标记。有

𝑗"!| ⟩𝑗"𝑗!𝑗𝑚 = 𝑗"(𝑗" + 1)| ⟩𝑗"𝑗!𝑗𝑚
𝑗!!| ⟩𝑗"𝑗!𝑗𝑚 = 𝑗!(𝑗! + 1)| ⟩𝑗"𝑗!𝑗𝑚
𝐽!| ⟩𝑗"𝑗!𝑗𝑚 = 𝐽(𝐽 + 1)| ⟩𝑗"𝑗!𝑗𝑚
𝐽%| ⟩𝑗"𝑗!𝑗𝑚 = 𝑚| ⟩𝑗"𝑗!𝑗𝑚

| ⟩𝑗"𝑗!𝑗𝑚 也可以简写为| ⟩𝑗𝑚

耦合表象中同样有(2𝑗" + 1)(2𝑗! + 1)个本征态
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l 耦合表象中(2𝑗! + 1)(2𝑗" + 1)个本征态由如下计数：

     从𝑗"和𝑗!的合成说起：由三角形规则，𝑗"与𝑗!耦合(𝑗" > 𝑗!)，

可以产生𝐽 = 𝑗" + 𝑗!, 𝑗" + 𝑗! − 1,… , 𝑗" − 𝑗!共2𝑗! + 1种总角动量，

而每种总角动量𝐽都可以有2𝐽 + 1种角动量z分量取值，所以总

的耦合表象本征态数量为 （图、自己算一下）

D
/0(!+("

(!)("

(2𝐽 + 1) = (2𝑗" + 1)(2𝑗! + 1)

Sn=(a1+an).n/2=[2(j1 - j2)+1+ 2(j1+ j2)+1)].(2j2+1)/2

= (2j1+1). (2j2+1)
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l 非耦合表象与耦合表象之间的联系

| ⟩𝑗!𝑗#𝑗𝑚 = | ⟩𝑗𝑚 = A
/!,/$

| ⟩𝑗!𝑚!𝑗#𝑚# 𝑗!𝑚!𝑗#𝑚# 𝑗𝑚

其中 𝑗!𝑚!𝑗"𝑚" 𝑗𝑚 就是CG系数(Clebsch-Gordan coefficient)，也叫矢耦系

数(vector-coupling coefficient)。 𝑗!𝑚!𝑗"𝑚" 𝑗𝑚 就是非耦合表象向耦合表象

变换的(2𝑗! + 1)(2𝑗" + 1)维矩阵的矩阵元。即 （这里可以举例说明）

| ⟩𝑗𝑚
⋮
⋮ "#!$! "#$$!

=
⋯

⋮ CG系数 ⋮
⋯ ("#!$!)("#$$!)×("#!$!)("#$$!)

| ⟩𝑗!, 𝑚!, 𝑗", 𝑚"
⋮
⋮ ("#!$!)("#$$!)
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2. CG系数的性质

l 由𝑗( = 𝑗!( + 𝑗"(可得𝑚 = 𝑚! +𝑚"，即耦合的角动量z分量是两角动量z分量

的和（求和指标𝑚!, 𝑚"不独立）

𝐽(| ⟩𝑗!𝑗"𝑗𝑚 = A
)!,)$

𝑗!𝑚!𝑗"𝑚" 𝑗!𝑗"𝑗𝑚 (𝑗!( + 𝑗"()| ⟩𝑗!𝑚!𝑗"𝑚"

可得：

𝑚| ⟩𝑗!𝑗"𝑗𝑚 = A
)!,)$

𝑗!𝑚!𝑗"𝑚" 𝑗!𝑗"𝑗𝑚 (𝑚! +𝑚")| ⟩𝑗!𝑚!𝑗"𝑚"

将左边的| ⟩𝑗!𝑗"𝑗𝑚 同样按照右边的| ⟩𝑗!𝑚!𝑗"𝑚" 基底展开，相减就可以得到

A
)!,)$

(𝑚 −𝑚! +𝑚") 𝑗!𝑚!𝑗"𝑚" 𝑗!𝑗"𝑗𝑚 | ⟩𝑗!𝑚!𝑗"𝑚" = 0

         即为𝑚 = 𝑚! +𝑚"。 

| ⟩𝑗"𝑗!𝑗𝑚 = | ⟩𝑗𝑚 = D
*!,*"

| ⟩𝑗"𝑚"𝑗!𝑚! 𝑗"𝑚"𝑗!𝑚! 𝑗𝑚
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l 下面用| ⟩𝑗′𝑚′ 与| ⟩𝑗𝑚 的正交归一性得到CG系数的正交归一性

         CG系数表达式为

| ⟩𝑗𝑚 =A
)!

| ⟩𝑗!𝑚!𝑗"𝑚" 𝑗!𝑚!𝑗"𝑚" 𝑗𝑚

其中𝑚" = 𝑚 −𝑚!。左乘⟨𝑗′𝑚′|得

⟨𝑗′𝑚′| ⟩𝑗𝑚 =A
)!
%

A
)!

𝑗′𝑚′ 𝑗!+𝑚!
+ 𝑗"+𝑚"

+ 𝑗!𝑚!𝑗"𝑚" 𝑗𝑚 𝑗!+𝑚!
+ 𝑗"+𝑚"

+ 𝑗!𝑚!𝑗"𝑚"

=A
)!
%

A
)!

𝑗′𝑚′ 𝑗!+𝑚!
+ 𝑗"+𝑚"

+ 𝑗!𝑚!𝑗"𝑚" 𝑗𝑚 𝛿)!)!
%𝛿)$)$

%𝛿#!#!%𝛿#$#$%

由于右边的项存在需满足𝑚! = 𝑚!
+，𝑚" = 𝑚"

+，所以𝑚+ = 𝑚

最后可以得到下面CG系数的性质：

A
)!

𝑗′𝑚 𝑗!, 𝑚!, 𝑗", 𝑚 − 𝑚!) 𝑗!, 𝑚!, 𝑗", 𝑚 − 𝑚! 𝑗𝑚 = 𝛿##+



34

l 类似地，在逆变换时

| ⟩𝑗#𝑚#𝑗$𝑚$ =(
%,'

| ⟩𝑗𝑚 𝑗𝑚 𝑗#𝑚#𝑗$𝑚$

左乘)𝑗#𝑚#
( 𝑗$𝑚$

( |得

)𝑗#𝑚#
( 𝑗$𝑚$

( | ⟩𝑗#𝑚#𝑗$𝑚$ = (
%',''

(
%,'

𝑗#𝑚#
( 𝑗$𝑚$

( 𝑗′𝑚′ 𝑗𝑚 𝑗#𝑚#𝑗$𝑚$ 𝑗′𝑚′ 𝑗𝑚

= (
%',''

(
%,'

𝑗#𝑚#
( 𝑗$𝑚$

( 𝑗′𝑚′ 𝑗𝑚 𝑗#𝑚#𝑗$𝑚$ 𝛿%%(𝛿''(

=(
%,'

𝑗#, 𝑚#
( , 𝑗$, 𝑚 − 𝑚#

( 𝑗𝑚 𝑗𝑚 𝑗#, 𝑚#, 𝑗$, 𝑚 − 𝑚#

右式只有𝑗 = 𝑗(, 𝑚 = 𝑚′时不等于0。即可得到另一个CG系数关系：

(
%,'

𝑗#, 𝑚#
( , 𝑗$, 𝑚 − 𝑚#

( 𝑗𝑚 𝑗𝑚 𝑗#, 𝑚#, 𝑗$, 𝑚 − 𝑚# = 𝛿'('(
'
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3.计算CG系数

l 𝑗的取值符合三角形法则：

3
𝑗234 = 𝑗" + 𝑗!
𝑗256 = 𝑗" − 𝑗!

, 𝑗 = 𝑗" + 𝑗!, 𝑗" + 𝑗! − 1,… , 𝑗" − 𝑗!

l | ⟩𝑗" + 𝑗!, 𝑗" + 𝑗! 的展开系数：𝑗", 𝑗!给定时，耦合值最大的情

况为𝑗 = 𝑗" + 𝑗!, 𝑚 = 𝑚" +𝑚!= 𝑗" + 𝑗!。此时，

| ⟩𝑗" + 𝑗!, 𝑗" + 𝑗! = | ⟩𝑗"𝑗"𝑗!𝑗!
那么对应的CG系数就是

𝑗"𝑗"𝑗!𝑗! 𝑗" + 𝑗!, 𝑗" + 𝑗! = 1
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l | ⟩𝑗# + 𝑗$, 𝑗# + 𝑗$ − 1 的展开系数：磁量子数𝑚少1（令ℏ = 1）

由于𝐽) = 𝑗#) + 𝑗$)，作用到耦合表象| ⟩𝑗# + 𝑗$, 𝑗# + 𝑗$ 和非耦合表象| ⟩𝑗#𝑗#𝑗$𝑗$ 态上可以得到：

𝐽) ⟩𝑗# + 𝑗$, 𝑗# + 𝑗$ = 2(𝑗# + 𝑗$) ⟩𝑗# + 𝑗$, 𝑗# + 𝑗$ − 1

𝑗#) + 𝑗$) | ⟩𝑗#𝑗#𝑗$𝑗$ = 2𝑗#| ⟩𝑗#, 𝑗# − 1, 𝑗$, 𝑗$ + 2𝑗$| ⟩𝑗#, 𝑗#, 𝑗$, 𝑗$ − 1

所以

| ⟩𝑗# + 𝑗$, 𝑗# + 𝑗$ − 1 =
𝑗#

𝑗# + 𝑗$
| ⟩𝑗#, 𝑗# − 1, 𝑗$, 𝑗$ +

𝑗$
𝑗# + 𝑗$

| ⟩𝑗#, 𝑗#, 𝑗$, 𝑗$ − 1

由此可以得到两个CG系数

𝑗#, 𝑗# − 1, 𝑗$, 𝑗$ 𝑗# + 𝑗$, 𝑗# + 𝑗$ − 1 =
𝑗#

𝑗# + 𝑗$

𝑗#, 𝑗#, 𝑗$, 𝑗$ − 1 𝑗# + 𝑗$, 𝑗# + 𝑗$ − 1 =
𝑗$

𝑗# + 𝑗$
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l 以此类推可以得到 | ⟩𝑗! + 𝑗", 𝑚 (𝑚 = 𝑗! + 𝑗" − 1,… , |𝑗! − 𝑗"|)的所有的

CG系数，也就是说𝑗确定之后，利用降算符可知所有不同𝑚时的CG

系数。

l 当𝑗 = 𝑗! + 𝑗" − 1时的CG系数，此时角量子数少1。由角动量合成的方

法可知，| ⟩𝑗! + 𝑗" − 1, 𝑗! + 𝑗" − 1 的量子由以下几项合成

⟩𝑗! + 𝑗" − 1, 𝑗! + 𝑗" − 1 = 𝐴! ⟩𝑗!, 𝑗! − 1, 𝑗", 𝑗" + 𝐴"| ⟩𝑗!, 𝑗!, 𝑗", 𝑗" − 1 考

虑| ⟩𝑗! + 𝑗" − 1, 𝑗! + 𝑗" − 1 和| ⟩𝑗! + 𝑗", 𝑗! + 𝑗" − 1 的正交性有

𝐴!
𝑗!

𝑗! + 𝑗"
+ 𝐴"

𝑗"
𝑗! + 𝑗"

= 0

再考虑归一性有

𝐴! " + 𝐴" " = 1

可以得到

𝐴! = −
𝑗"

𝑗! + 𝑗"
𝑒,- , 𝐴" =

𝑗!
𝑗! + 𝑗"

𝑒,-

| ⟩𝑗# + 𝑗$, 𝑗# + 𝑗$ − 1

=
𝑗#

𝑗# + 𝑗$
| ⟩𝑗#, 𝑗# − 1, 𝑗$, 𝑗$

+
𝑗$

𝑗# + 𝑗$
| ⟩𝑗#, 𝑗#, 𝑗$, 𝑗$ − 1
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可以得到

𝐴! = −
𝑗"

𝑗! + 𝑗"
𝑒56 , 𝐴" =

𝑗!
𝑗! + 𝑗"

𝑒56

这里相位𝛿取为0，则可得到

⟩𝑗! + 𝑗" − 1, 𝑗! + 𝑗" − 1 = − 𝑗"/(𝑗! + 𝑗") ⟩𝑗!, 𝑗! − 1, 𝑗", 𝑗"

+ 𝑗!/(𝑗! + 𝑗")| ⟩𝑗!, 𝑗!, 𝑗", 𝑗" − 1

以此类推，可以得到𝑚 = 𝑗! + 𝑗" − 1, 𝑗! + 𝑗" − 2,…的CG系数
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l 虽然用上面的方法可以得到CG系数，但是运算

相当繁琐。可以利用Racah公式进行计算，或者

查CG系数表。既然CG系数的概念已经清楚，具

体的计算技巧可以查阅其他参考书。

l 具体形式如下：
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三、量子体系的转动

1.量子态的转动、转动算符

l 量子体系绕z轴转动无穷小角度𝛿𝜑后，转动前后波函数之间存在
联系    𝜓7 𝜑 + 𝛿𝜑 = 𝜓(𝜑) 则

𝜓7 𝜑 = 𝜓(𝜑 − 𝛿𝜑)

= 𝜓 𝜑 − 𝛿𝜑
𝜕𝜓
𝜕𝜑

+
1
2!

𝛿𝜑 ! 𝜕
!𝜓
𝜕𝜑!

+⋯ = 𝑒+89:
;
;9𝜓

由于角动量算符K𝑙% = −𝑖ℏ ;
;9
，可以进一步写成

𝑒+<89:=>*/ℏ𝜓

这里定义𝑅% 𝛿𝜑 = 𝑒+<89:=>*/ℏ 

转动无穷小角度𝛿𝜑后的波函数：𝜓7 𝜑 = 𝑅% 𝛿𝜑 𝜓
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l 将无穷小转动𝛿𝜑通过一系列𝛿𝜑5延伸到有限角𝛼，

即

𝑅7 𝛿𝜑! 𝑅7 𝛿𝜑" … = 𝑒
85 69.:69/:⋯

0
< =>1/ℏ

记为𝑅7 𝛼 = 𝑒85@ =>1/ℏ

l 若粒子绕空间某一方向𝑛旋转𝜃角，则

𝑅 𝜃, 𝑛 = 𝑒85AB<D⃗/ℏ

这是转动算符的一般形式

用角动量算符表达
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2.角动量本征态的转动、D函数

l 若量子态是(𝐽", 𝐽7)的本征态| ⟩𝑗𝑚 ，那么绕空间某一

方向 𝑛 旋转𝜃角后

𝑅 𝜃, 𝑛 | ⟩𝑗𝑚 = 𝑒85AB<D⃗/ℏ| ⟩𝑗𝑚

𝑅 𝜃, 𝑛 | ⟩𝑗𝑚 应该仍为𝐽"的本征态（ 𝐽", 𝑅 = 0）

但不一定是 𝐽7的本征态

l 一般地， 𝐽7, 𝑅 ≠ 0

l 转动后，𝑅| ⟩𝑗𝑚 是 𝐽7本征态的叠加

  （为什么？）



44

l 定义𝐷*+*
( 𝜃, 𝑛 函数

𝑅 𝜃, 𝑛 | ⟩𝑗𝑚 = 𝑒+<A':/⃗/ℏ| ⟩𝑗𝑚

=D
*+

| ⟩𝑗𝑚′ 𝑗𝑚′ 𝑒+<A':/⃗/ℏ 𝑗𝑚 	

= ∑*+ 𝑗𝑚′ 𝑒+<A':/⃗/ℏ 𝑗𝑚 | ⟩𝑗𝑚′ = ∑*+𝐷*+*
( 𝜃, 𝑛 | ⟩𝑗𝑚′

定义系数𝐷*+*
( 𝜃, 𝑛 ≡ 𝑗𝑚7 𝑒+<A':

,
ℏ 𝑗𝑚

𝐷*+*
( 𝜃, 𝑛 是转动算符𝑒+<A':/⃗/ℏ作用后，在 | ⟩𝑗𝑚 张成的

(2𝑗 + 1)维空间中的矩阵元，也是转动后的量子态叠加系数
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3.三维空间中转动的Euler角(𝜶, 𝜷, 𝜸)表示

l 任何一个空间中的转动都可以表示（分解）成3个转动算

符的乘积：𝑅 = 𝑒+<C(*++/ℏ𝑒+<.(.+ /ℏ𝑒+<-(*/ℏ

(a) 这表示先绕z轴转动𝛼角，坐标轴由𝑥, 𝑦, 𝑧变为𝑥′, 𝑦′, 𝑧′；

（z轴不动）

(b)再绕𝑦′轴转动𝛽角,坐标轴由𝑥′, 𝑦′, 𝑧′变为𝑥′′, 𝑦′′, 𝑧′′；

(c) 最后绕𝑧′′轴转动𝛾角
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即这样的转动等价于在𝑥, 𝑦, 𝑧坐标系（实验室坐标系）

中先绕z轴转动𝛾角，再绕y轴转动𝛽角，最后绕z轴转动𝛼角。

（具体说明与刚体转动中情形相同）

l 这样的转动算符𝑅可以只用𝑥, 𝑦, 𝑧坐标系来表示

𝑅 = 𝑒!"#$E/ℏ𝑒!"'$F/ℏ𝑒!"($E/ℏ

粒子在空间中的任意转动，波函数都可以用带𝛼、𝛽和𝛾的

角动量算符的转动算符表达出来

z

y

x

𝜸

𝜸

z

y

x

z

y

x

r
r’

O O O’

r’

r’’ r’’ r’’’

𝜷

𝜶

O’’

O

𝑅 = 𝑒+<C(*++/ℏ𝑒+<.(.+ /ℏ𝑒+<-(*/ℏ
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4. 𝑫𝒎+𝒎
𝒋 𝜶, 𝜷, 𝜸 与𝒅𝒎+𝒎

𝒋 (𝜷)函数的关系

𝐷*+*
( 𝛼, 𝛽, 𝛾 = 𝑗𝑚′ 𝑅(𝛼, 𝛽, 𝛾) 𝑗𝑚

= 𝑗𝑚′ 𝑒+<-(*/ℏ𝑒+<.(./ℏ𝑒+<C(*/ℏ 𝑗𝑚

= 𝑒+<*+- 𝑗𝑚′ 𝑒+<.(./ℏ 𝑗𝑚 	𝑒+<*C

l 定义𝑑*+*
( 𝛽 = 𝑗𝑚′ 𝑒+<.(./ℏ 𝑗𝑚 ，它与𝐷*+*

( 𝛼, 𝛽, 𝛾 有如

下关系：

𝐷*+*
( 𝛼, 𝛽, 𝛾 = 𝑒+<(*+-)*C)𝑑*+*

( 𝛽

可以看到	 𝑑*+*
( (𝛽) 比	 𝐷*+*

( 𝛼, 𝛽, 𝛾 有更简单的形式，只

需要计算和 jy有关的矩阵元
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l 例子： 计算 𝑗 = 1/2时的 𝑑)%)
# (𝛽)（令 ℏ = 1）。设 𝑗 = 1/2，则

!
"
, 𝑚′ 𝑗" !

"
, 𝑚 = 𝑗(𝑗 + 1)𝛿))% = 3/4𝛿))%，

!
"
, 𝑚′ 𝑗2"

!
"
, 𝑚 = 1/4 𝛿))%

1
2 ,𝑚′ 𝑒

3,4#) 1
2 ,𝑚 = 1

2 ,𝑚′ 1 − 𝑖𝛽𝑗2 +
−𝑖𝛽 "

2! 𝑗2" +
−𝑖𝛽 5

3! 𝑗25 +⋯
1
2 ,𝑚

= 1
2 ,𝑚

+ 1 + −𝑖𝛽 "

2! 𝑗2" +
−𝑖𝛽 6

4! 𝑗26…
1
2 ,𝑚

+ 1
2 ,𝑚

+ −𝑖𝛽𝑗2 +
−𝑖𝛽 5

3! 𝑗25 +
−𝑖𝛽 7

5! 𝑗27…
1
2 ,𝑚

= 1 −
1
2!

𝛽
2

"

+
1
4!

𝛽
2

6

+⋯ 𝛿))%

−2𝑖
𝛽
2 −

1
3!

𝛽
2

5

+
1
5!

𝛽
2

7

+⋯ 1
2 ,𝑚

+ 𝑗2
1
2 ,𝑚
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m’ m 1
2

−
1
2

1
2 cos

𝛽
2

−sin
𝛽
2

−
1
2 sin

𝛽
2

cos
𝛽
2

可得(取ℏ = 1)

𝑑*+*
( 𝛽 = 1

2 ,𝑚′ 𝑒
+<.(. 1

2 ,𝑚

= cos
𝛽
2
𝛿**+ − 2𝑖 sin

𝛽
2
1
2 ,𝑚

7 𝑗$
1
2 ,𝑚

所以小𝑑函数的值如下
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l 𝑑;+;
: 𝛽 的普遍表达式（略，可通过查书得到）

l 𝑑;+;
: 𝛽 性质的讨论（略）

l 大D函数性质的讨论（略）

问题：用𝑅 𝜃, 𝑛 = 𝑒+<A':/⃗/ℏ直接算，会怎样？
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四、不可约张量算符、Wigner-Eckart定理

（算符的转动）

1.不可约张量算符的定义

l 转动下力学量算符的交换性质

l 假设有2𝑘 + 1个算符𝑇HI 𝑞 = 𝑘, 𝑘 − 1,… ,−𝑘

     在转动𝑅下，若它们能按照下列规律在彼此间交换：

𝑅𝑇TU𝑅!< = ∑U+ 𝑇TU+𝐷U‘U
T (𝑅) (*)

则称𝑇HI是转动下的一组𝑘阶不可约张量算符。
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l 𝑘阶不可约张量算符也可用𝐽来定义：从转动的角度出发，设

体系旋转一个无穷小的角度𝜀（方向已定）

则（取ℏ = 1）

𝑅 𝜀 = 𝑒+<J:/⃗ ≃ 1 − 𝑖𝜀 e 𝐽

将上式代入(*)式左边： 𝑅𝑇HI𝑅+" = ∑I+ 𝑇HI+𝐷I‘I
H (𝑅)

𝑅 𝜀 𝑇GH𝑅8! 𝜀 = (1 − 𝑖𝜀 > 𝐽)𝑇GH(1 + 𝑖𝜀 > 𝐽)

= 𝑇GH − 𝑖𝜀 > 𝐽𝑇GH 1 + 𝑖𝜀 > 𝐽

≃ 𝑇GH + 𝑖𝑇GH𝜀 > 𝐽 − 𝑖𝜀 > 𝐽𝑇GH + 𝜀"…

= 𝑇GH − 𝑖𝜀 > [𝐽, 𝑇GH]



53

代入(*)式右边有： 𝑅𝑇89𝑅3! = ∑9% 𝑇89%𝐷9‘9
8 (𝑅)

A
9%
𝑇89%𝐷9‘9

8 𝑅 =A
9%
𝑇89% 𝑘𝑞′ 𝑒3,;<>⃗ 𝑘𝑞

≃A
9%
𝑇89% 𝑘𝑞′ 1 − 𝑖𝜀 ` 𝐽 𝑘𝑞 = 𝑇89 − 𝑖𝜀 `A

9%
𝑇89% 𝑘𝑞′ 𝐽 𝑘𝑞

(∗)式左边 = 𝑇HI − 𝑖𝜀 e [𝐽, 𝑇HI]

两式对比可得

𝐽, 𝑇HI = ∑I+ 𝑇HI+ 𝑘𝑞′ 𝐽 𝑘𝑞 ) (∗∗)

以上是两种等价的定义不可约算符的方法

一种用转动算符 R，一种用角动量 J

𝐷)%)
# 𝜃, 𝑛 ≡ 𝑗𝑚+ 𝑒3,?@<

>⃗
ℏ 𝑗𝑚
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l 上式说明了𝑇HI（由角动量定义的不可约张量算符）在转

动𝑅下的交换性质，与具体的角度无关

l 更进一步地， 𝑇HI沿不同方向轴的转动满足

沿z轴转动： 𝐽%, 𝑇HI = 𝑞𝑇HI

沿x,y轴转动： 𝐽±, 𝑇HI = (𝑘 ± 𝑞 + 1)(𝑘 ∓ 𝑞)𝑇H,I±"

= 𝑘 𝑘 + 1 − 𝑞(𝑞 ± 1)𝑇H,I±"

l (*)式和 (**)式两种定义方式是等价的

𝑅𝑇HI𝑅+" = ∑I+ 𝑇HI+𝐷I‘I
H (𝑅) (*)

𝐽, 𝑇HI = ∑I+ 𝑇HI+ 𝑘𝑞′ 𝐽 𝑘𝑞 ) (∗∗)
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2. Wigner-Eckart定理（了解）

l 目的：研究𝑇89在| ⟩𝑗𝑚 不同表象中的矩阵元，即 𝛼′𝑗′𝑚′ 𝑇89 𝛼𝑗𝑚

l 可以证明，𝑇89| ⟩𝛼𝑗𝑚 （𝛼是描述体系其它性质的量子数）是𝐽(算

符的本征态，且𝑚+ = 𝑚 + 𝑞 (𝑘和𝑗合成𝑗+ ，即𝑗′ ≠ 𝑗)时，

      有Wigner-Eckart定理：

𝛼′𝑗′𝑚′ 𝑇89 𝛼𝑗𝑚

= 𝑗𝑚𝑘𝑞 𝑗′𝑚′
BC系数反映了 ⟩#)与 ⟩89间的耦合

1
2𝑗+ + 1

𝛼+𝑗+| 𝑇8 |𝛼𝑗
磁量子数平均的结果

其中 𝛼+𝑗+| 𝑇8 |𝛼𝑗 与磁量子数无关，称为约化矩阵元(reduced

matrix element)。上式表明不可约张量算符𝑇89在角动量本征态之

间变换的矩阵元对磁量子数的依赖关系，由CG系数完全承担，

其余部分则由与磁量子数无关的约化矩阵元来表示。

l 证明略去（也许可以加上）



56

五、思考题

1. 角动量算符𝐽!, 𝐽-的基本对易关系是什么？

2. 在[𝐽!, 𝐽%]的共同本征态下，𝐽), 𝐽+, 𝐽#, 𝐽$矩阵元的运算规

则如何？

3. 角动量Schwinger表象是什么？𝐽), 𝐽+, 𝐾), 𝐾+如何作用在

态上？

4. 角动量耦合表象、非耦合表象的定义和联系

5. CG系数的定义、性质。如何计算CG系数？

6. 波函数的转动，转动算符R的定义，D函数以及d函数的

定义。

7. 不可约张量算符的定义。

8. Wigner-Eckart定理的内容是什么？



57

计算以上两个角动量耦合时的CG系数以及 j=1时

的小 d函数（ 𝑑;+;
: 𝛽 ）的表达式
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