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一、P表示和Q表示存在的必要性
1. 经典中定义的很好的物理量（如电场𝐸）在量子体系中有涨落。
l 由于 "𝐸 = ̂𝜀𝜀𝑎𝑒!"𝒗$𝑠𝑖𝑛𝑘𝑧 + 𝐻. 𝐶.，算符 "𝐸只有在具体的量子态中平均，
才能给出物理量。而量子态不一定是 "𝐸的本征态，并且有一定分布，
所以 "𝐸的涨落不可避免

l 所以准确知道物理量的涨落情况，必须用到密度算符 1𝜌，通常 1𝜌很
复杂。后来，人们发现，计算 "𝑂 𝑎, 𝑎% 的期望值时，

只需将① 5𝑂做正规排列( "𝑂 → "𝑂&)或反正规排列( "𝑂 → "𝑂'&)
            ② 并 将 算 符 变 成 C 数 ， 即 "𝑂&(𝑎, 𝑎% ) → 𝑂&(𝛼, 𝛼∗) ，
"𝑂'& 𝑎, 𝑎% → 𝑂'& 𝛼, 𝛼∗

           ③再乘以仅对角元存在的分布函数𝑃(𝛼, 𝛼∗)或𝑄(𝛼, 𝛼∗)即可
            这是一个由量子对应到经典的过程



4

2.密度算符 1𝜌在各个表象中的表示

宏观物理量（用算符表示） !𝑂在态| ⟩𝛹 上的平均为

!𝑂 !" = 𝜓 !𝑂 𝜓 ——量子平均，

同时| ⟩𝛹 又有一定的几率分布𝑃#——统计平均，因此有

!𝑂 !"
$%&$'()$

=)
#

𝑃# 𝜓 !𝑂 𝜓

插入单位算符∑% ⟩𝑛 ⟨𝑛 = 1，得

𝑂 =)
%

)
#

𝑃# 𝜓 !𝑂 𝑛 ⟨𝑛| ⟩𝜓

=)
%

)
#

𝑃# ⟨𝑛| ⟩𝜓 𝜓 !𝑂 𝑛 =)
%

⟨𝑛|)
#

.𝑃#𝜓 𝜓 !𝑂 𝑛

而∑#𝑃#| ⟩𝜓 /𝜓| = 0𝜌 ,故 𝑂 = 𝑡𝑟 0𝜌 !𝑂 = 𝑡𝑟[ !𝑂 0𝜌]
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"𝑂 = tr 1𝜌 "𝑂 = tr "𝑂 1𝜌 的证明 （自己推一下）

tr 1𝜌 "𝑂 =>
)

𝑛 1𝜌 "𝑂 𝑛

=>
)

>
*

𝑛 1𝜌 𝑚 𝑚 "𝑂 𝑛

=>
)

>
*

𝑚 "𝑂 𝑛 𝑛 1𝜌 𝑚

=>
*

𝑚 "𝑂 1𝜌 𝑚

= tr "𝑂 1𝜌

进一步的：tr 5A "𝑂 = tr "𝑂5A
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1𝜌在Fock态中的展开形式

插入两次单体算符：

𝜌 =>
)

>
*

| ⟩𝑛 ⟨𝑛|𝜌| ⟩𝑚 ⟨𝑚| =>
)*

𝜌)* | ⟩𝑛 ⟨𝑚|

1𝜌在相干态中的展开形式

插入两次单体算符：

𝜌 = D
𝑑+𝛼
𝜋

𝑑+𝛽
𝜋

⟩|𝛼 ⟨𝛼|𝜌| ⟩𝛽 ⟨𝛽|

= D
𝑑+𝛼
𝜋

𝑑+𝛽
𝜋

| ⟩𝛼 𝜌,-⟨𝛽|

此时非对角元存在，计算复杂。
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3. P表示和Q表示的简单解释

正规排列和反正规排列

通常情况下，算符 "𝑂中，𝑎和𝑎%不是按⼀定顺序排列。

正规排列：每⼀项中，𝑎都在𝑎%的右边

"𝑂 ≡ "𝑂& 𝑎, 𝑎% =>
)

>
*

𝐶)*𝑎%)𝑎*

反正规排列：每⼀项中，𝑎都在𝑎%的左边

"𝑂 ≡ "𝑂'& 𝑎, 𝑎% =>
)

>
*

𝐷)*𝑎)𝑎%*

通过 𝑎, 𝑎% = 1调换。

例⼦： "𝑂在相⼲态中平均

Kα "𝑂 ⟩𝛼 =⟨𝛼|𝑂&| ⟩𝛼 = ⟨𝛼|𝑎%)𝑎*| ⟩𝛼 = 𝛼∗)𝛼*，计算简单
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P表示和Q表示的核⼼：就是将密度算符 1𝜌（算符的分布函数）

变成仅对⻆元项存在的𝑃(𝛼, 𝛼∗)或𝑄(𝛼, 𝛼∗)（C数的分布函数）

同时，对应宏观物理量的算符 "𝑂需做正规排列或反正规排列

𝑂 = 𝑇𝑟 1𝜌 "𝑂 = ∫𝑃(𝛼, 𝛼∗)𝑂&(𝛼, 𝛼∗) 𝑑+𝛼     

𝑂 = 𝑇𝑟 1𝜌 "𝑂 = P𝑄(𝛼, 𝛼∗)𝑂'&(𝛼, 𝛼∗) 𝑑+𝛼

P表示：适⽤于偏“经典”的量⼦态，如热光场、相⼲态

Q表示：适⽤于偏“量⼦”的量⼦态，如压缩态、Fock态
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⼆、P-representation（coherent state rep）

1. P-rep的定义

求算符 "𝑂(𝑎, 𝑎% )期望值

"𝑂& 𝑎, 𝑎% = 𝑇𝑟 1𝜌 "𝑂& 𝑎, 𝑎% =>
)

>
*

𝐶)*𝑇𝑟[𝜌𝑎%)𝑎*]

引⼊𝛿算符

𝛿 𝛼∗ − 𝑎% 𝛿 𝛼 − 𝑎 =
1
𝜋+
Pexp −𝛽 𝛼∗ − 𝑎% exp 𝛽∗ 𝛼 − 𝑎 𝑑+𝛽

=
1
𝜋+
Pexp −𝑖𝛽 𝛼∗ − 𝑎% exp −𝑖𝛽∗ 𝛼 − 𝑎 𝑑+𝛽

原式=∫𝑑+𝛼 ∑)∑*𝐶)*𝑇𝑟[𝜌𝛿 𝛼∗ − 𝑎% 𝛿 𝛼 − 𝑎 	𝑎%)𝑎*]

= P𝑑+𝛼>
)

>
*

𝐶)*𝑇𝑟[𝜌𝛿 𝛼∗ − 𝑎% 𝛿 𝛼 − 𝑎 𝛼∗)𝛼*]

= P𝑑+𝛼 𝑃(𝛼, 𝛼∗)𝑂&(𝛼, 𝛼∗)

故𝑃 𝛼, 𝛼∗ = 𝑇𝑟[𝜌𝛿 𝛼∗ − 𝑎% 𝛿 𝛼 − 𝑎 ] ①
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故	𝑃 𝛼, 𝛼∗ = 𝑇𝑟[𝜌𝛿 𝛼∗ − 𝑎% 𝛿 𝛼 − 𝑎 ] ①

	 𝜌 = ∫ 𝑃 𝛼, 𝛼∗ | ⟩𝛼 ⟨𝛼|𝑑+𝛼 ②

P𝑃(𝛼, 𝛼∗) 𝑑+𝛼 = P𝑇𝑟 [𝜌𝛿 𝛼∗ − 𝑎% 𝛿 𝛼 − 𝑎 ] 𝑑+𝛼

= 𝑇𝑟 𝜌P𝛿 𝛼∗ − 𝑎% 𝛿 𝛼 − 𝑎 𝑑+𝛼

= 𝑇𝑟 𝜌 = 1

               需证明①↔②: (自己会推导)

                  下面，将②带入①
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证明①↔②:

将②带入① （自己推一下）

𝑃 𝛼, 𝛼∗ = 𝑇𝑟[P𝑃 𝛽, 𝛽∗ ⟩𝛽 ⟨𝛽 𝑑+𝛽 𝛿 𝛼∗ − 𝑎% 𝛿 𝛼 − 𝑎 ]

= P𝑑+𝛽 𝑃 𝛽, 𝛽∗ 𝑇𝑟[ ⟩𝛽 ⟨𝛽 𝛿 𝛼∗ − 𝑎% 𝛿 𝛼 − 𝑎 ]

= ∫𝑑+𝛽 𝑃 𝛽, 𝛽∗ ⟨𝛽| 𝛿 𝛼∗ − 𝑎% 𝛿 𝛼 − 𝑎 | ⟩𝛽

= P𝑑+𝛽 𝑃 𝛽, 𝛽∗ 𝛿 𝛼∗ − 𝛽∗ ⟨𝛽| ⟩𝛽 𝛿 𝛼 − 𝛽

= P𝑑+𝛽 𝑃 𝛽, 𝛽∗ 𝛿 𝛼∗ − 𝛽∗ 𝛿 𝛼 − 𝛽

= 𝑃 𝛼, 𝛼∗

𝑃 𝛼, 𝛼∗ = 𝑇𝑟[𝜌𝛿 𝛼∗ − 𝑎+ 𝛿 𝛼 − 𝑎 ] ①

	 𝜌 = ∫ 𝑃 𝛼, 𝛼∗ | ⟩𝛼 ⟨𝛼|𝑑,𝛼                      ②
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另⼀⽅⾯

已知：𝜌 = ∫ 𝑃 𝛼, 𝛼∗ | ⟩𝛼 ⟨𝛼|𝑑+𝛼	（自己推一下）

𝑎%)𝑎* = 𝑇𝑟 𝜌𝑎%)𝑎*

= 𝑇𝑟 P 𝑃 𝛼, 𝛼∗ | ⟩𝛼 ⟨𝛼|𝑑+𝛼	 𝑎%)𝑎*

= P𝑃 𝛼, 𝛼∗ 𝑑+𝛼	𝑇𝑟[| ⟩𝛼 ⟨𝛼|𝑎%)𝑎*]

= P𝑃 𝛼, 𝛼∗ 𝑑+𝛼>
)

𝑛|𝛼 𝛼 𝑎%)𝑎* 𝑛

= P𝑃 𝛼, 𝛼∗ 𝑑+𝛼 𝛼 𝑎%)𝑎* 𝛼

= P𝑃 𝛼, 𝛼∗ 𝛼∗)𝛼* 𝛼|𝛼 𝑑+𝛼

= P𝑃 𝛼, 𝛼∗ 𝛼∗)𝛼*𝑑+ 𝛼
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2. P-rep和密度算符 !𝜌之间的关系

前面已知，𝜌 = ∫ 𝑃 𝛼, 𝛼∗ | ⟩𝛼 ⟨𝛼|𝑑+𝛼，那么

−𝛽 𝜌 𝛽 = P𝑃 𝛼, 𝛼∗ −𝛽|𝛼 𝛼|𝛽 𝑑+𝛼

𝛼|𝛽 = 𝑒!
.
+|,|

!%-,∗!.+|-|
!

故 −𝛽 𝜌 𝛽 = 𝑒!|-|! ∫𝑃 𝛼, 𝛼∗ 𝑒!|,|!𝑒-,∗!-∗,𝑑+𝛼

坐标变换Z
𝛼 = 𝑥, +𝑖𝑦,, 𝛽 = 𝑥- +𝑖𝑦-

𝑑+𝛼 = 𝑑𝑥,𝑑𝑦,, 	 𝛽𝛼∗ − 𝛽∗𝛼 = 2𝑖(𝑦-𝑥, − 𝑥-𝑦,)

得

−𝛽 𝜌 𝛽 𝑒|-|! = ∬[𝑃(𝑥,, 𝑦,)𝑒!(1#
!%2#!)]·𝑒+"(2$1#!1$2#) · 𝑑𝑥,𝑑𝑦,
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−𝛽 𝜌 𝛽 𝑒|-|! = ∬[𝑃(𝑥,, 𝑦,)𝑒!(1#
!%2#!)]·𝑒+"(2$1#!1$2#) · 𝑑𝑥,𝑑𝑦,

做傅立叶变换：

𝑃 𝛼, 𝛼∗

=
1
𝜋+
𝑒(1#!%2#!)D −𝛽 𝜌 𝛽 𝑒(1$

!%2$!) · 𝑒!+"(2$1#!1$2#)𝑑𝑥-𝑑𝑦-

𝑃 𝛼, 𝛼∗ = .
4!
𝑒|,|! ∫ −𝛽 𝜌 𝛽 𝑒|-|! · 𝑒!-,∗%-∗,𝑑+𝛽 ê

知道了 1𝜌即可求出𝑃 𝛼, 𝛼∗          （ ê式要会用）
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3. P-rep的⼏个例⼦ （了解核⼼结论）

� 热光场下， 1𝜌是玻尔兹曼分布

1𝜌 =
exp[−ℋ/𝑘5𝑇]

𝑇𝑟[exp(−ℋ/𝑘5𝑇)]

其中ℋ = ℏ𝜈(𝑎%𝑎 + 1/2)

𝑇𝑟 exp −
ℋ
𝑘5𝑇

=>
)

⟨𝑛| 𝑒!	
ℏ8( 9)%.+)
:%; | ⟩𝑛

=>
)

𝑒!
ℏ8()%.+)
:%; = 𝑒!

ℏ8
+:%;

1

1 − 𝑒!
ℏ8
:%;



故       1𝜌 =
∑& =>? ! ℋ

(%)
| ⟩) ⟨)|

B
* ℏ,
!(%) -

-*.
* ℏ,
(%)

= ∑) 1 − 𝑒!
ℏ,
(%) exp(- ℏ8 9)

:%;
)| ⟩𝑛 ⟨𝑛|

计算： <n>= 𝑇𝑟 𝑎%𝑎𝜌

=>
)

⟨𝑛| 1𝑛(1 − 𝑒!
ℏ8
:%;)exp(−

ℏ𝜈 1𝑛
𝑘5𝑇

)| ⟩𝑛

𝑛 = (1 − 𝑒!
ℏ8
:%;)>

)

𝑛𝑒𝑥𝑝(−
𝑛ℏ𝜈
𝑘5𝑇

)
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由 ∑)𝑛𝑒!)1 =
B*/

(.!B*/)!
, 令 𝑥 = ℏ8

:%;
，

则 𝑛 = 1 − 𝑒!1 B*/

(.!B*/)!
= B*/

.!B*/
= .

B/!.
= .

B
ℏ,
(%)!.

所以 1𝜌 = ∑C
DCE0

(.%DCE)01-
| ⟩𝑛 ⟨𝑛|

代入 −𝛽 𝜌 𝛽 = ∑)
D)E&

(.%D)E)&1-
−𝛽|𝑛 𝑛|𝛽

利用 ⟩|𝛼 = 𝑒!
|#|!

! ∑*
,3

*!
| ⟩𝑚 ，

可得 −𝛽 𝜌 𝛽 = B*|$|!

.% )
exp[−|𝛽|+/(1 + .

)
)]

𝑃 𝛼, 𝛼∗ = .
4! 𝑒

|,|! ∫ −𝛽 𝜌 𝛽 𝑒|-|! · 𝑒!-,∗%-∗,𝑑+𝛽 ê
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𝑃 𝛼, 𝛼∗ = @
A! 𝑒

|B|! ∫ −𝛽 𝜌 𝛽 𝑒|C|! · 𝑒DCB∗EC∗B𝑑F𝛽 ê

| ⟩𝛼 = 𝑒D
B !

F /
G

𝛼G

𝑛!
| ⟩𝑛
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最后得

𝑃 𝛼, 𝛼∗ = B|#|!

4!(.% ) )∫ exp[−|𝛽|
+/(1 + .

)
)] 𝑒!-,∗%-∗,𝑑+𝛽

=
1

𝜋 𝑛
𝑒!

|,|!
)

热光场的态分布是高斯分布

经典中解释得很好的物理，在量子中很复杂

若无“新”的物理考虑，不会有“新”的物理现象，无

需用量子代替经典重新推导，其结果应该是一致的

-3 -2 -1 1 2 3

0.2

0.4

0.6

0.8

1
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� 相⼲态的P表示 （记住）

𝜌 = | ⟩𝛼G ⟨𝛼G|

−𝛽 𝜌 𝛽 = −𝛽|𝛼G 𝛼G|𝛽

= exp[−|𝛼G|+ − |𝛽|+ + 𝛽𝛼G∗ − 𝛽∗𝛼G]

带⼊ê式，

得𝑃 𝛼, 𝛼∗ = .
4!
𝑒|,|!!|,4|! ∫ 𝑒!- ,∗!,4∗ %-∗ ,!,4 𝑑+𝛽

= 𝛿+(𝛼 − 𝛼G)

-2

0

2

-2

0

2

0
5

10

15

20

-2

0

2

𝑃 𝛼, 𝛼∗ = .
4!
𝑒|,|! ∫ −𝛽 𝜌 𝛽 𝑒|-|! · 𝑒!-,∗%-∗,𝑑+𝛽
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� | ⟩𝑛 态下的P表示

P-rep有一定的局限性，| ⟩𝑛 态下P出现负值

𝜌 = | ⟩𝑛 ⟨𝑛|

−𝛽 𝜌 𝛽 = −𝛽|𝑛 𝑛|𝛽 = exp[−|𝛽|+]
(−1))|𝛽|+)

𝑛!

代入ê式，有

𝑃 𝛼, 𝛼∗ =
1

𝑛! 𝜋+ (−1)
)𝑒|,|!P|𝛽|+) 𝑒-,∗!-∗,𝑑+𝛽

=
𝑒|,|!

𝑛!
𝜕+)

𝜕𝛼)𝛼∗)
𝛿+ 𝛼

当𝑛 = 1, 3, 5, 7,⋯⋯时，𝑃 𝛼, 𝛼∗ < 0，出现了无意义的结果，

不适用。

| ⟩𝛼 = 𝑒-
. !

, )
%

𝛼%

𝑛!
| ⟩𝑛
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三、 Q –representation

从与P-rep比较的角度研究 Q-rep

�对于normally ordered operator "𝑂&

"𝑂& 𝑎, 𝑎% =>
)

>
*

𝐶)*𝑎%)𝑎*

𝑃 𝛼, 𝛼∗ = 𝑇𝑟[𝜌𝛿 𝛼∗ − 𝑎% 𝛿 𝛼 − 𝑎 ]

而对于antinormally ordered operator "𝑂'&

"𝑂'& 𝑎, 𝑎% =>
)

>
*

𝐷)*𝑎)𝑎%*

	 𝑄 𝛼, 𝛼∗ = 𝑇𝑟[𝜌𝛿 𝛼 − 𝑎 𝛿 𝛼∗ − 𝑎% ] 
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� Q-rep和密度算符 1𝜌之间的关系  （这几页自己会推导）

𝑄 𝛼, 𝛼∗ = 𝑇𝑟
1
𝜋
P𝑑+𝛼H 𝜌𝛿 𝛼 − 𝑎 | ⟩𝛼H ⟨𝛼H|𝛿 𝛼∗ − 𝑎%

= .
4
𝑇𝑟 ∫𝑑+𝛼H 𝜌𝛿(𝛼 − 𝑎)| ⟩𝛼H ⟨𝛼H|𝛿 𝛼∗ − 𝑎%

=
1
𝜋
𝑇𝑟[𝜌 ⟩|𝛼 ⟨𝛼|] =

1
𝜋
>
)

𝑛|𝜌|𝛼 𝛼|𝑛

=
1
𝜋>

)

𝛼|𝑛 𝑛|𝜌|𝛼 =
1
𝜋 𝛼 𝜌 𝛼

Q-rep和密度算符 1𝜌之间的关系简单

𝑄 𝛼, 𝛼∗ = 𝑇𝑟[𝜌𝛿 𝛼 − 𝑎 𝛿 𝛼∗ − 𝑎% ] 
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𝑄 𝛼, 𝛼∗ =/
0
𝛼 𝜌 𝛼

�用𝑄 𝛼, 𝛼∗ 算反正规排列 !𝑂12 𝑎, 𝑎+ 的期望值

!𝑂12 𝑎, 𝑎+ = 𝑇𝑟[ !𝑂12 𝑎, 𝑎+ 0𝜌]

=)
%

)
'

𝐷%'𝑇𝑟(𝑎%𝑎+'𝜌)

=)
%

)
'

𝐷%'𝑇𝑟(
1
𝜋
O𝑑,𝛼 𝑎%| ⟩𝛼 ⟨𝛼|𝑎+'𝜌)

=)
%

)
'

𝐷%'𝑇𝑟(
1
𝜋O𝑑

,𝛼𝛼%𝛼∗'| ⟩𝛼 ⟨𝛼| 𝜌)

= O !𝑂12 (𝛼, 𝛼∗) 𝑄 𝛼, 𝛼∗ 𝑑,𝛼

与P-rep中 !𝑂2 𝑎, 𝑎+ = ∫ !𝑂2 (𝛼, 𝛼∗) 𝑃 𝛼, 𝛼∗ 𝑑,𝛼类似
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� Q-rep的性质

将ρ = ∑I𝑃I| ⟩𝜓 ⟨𝜓|代入	𝑄 = .
4
𝛼 𝜌 𝛼 ，

𝑄 𝛼, 𝛼∗ =
1
𝜋>

I

𝑃I| 𝜓|𝛼 |+

则 0 < 𝑄 𝛼, 𝛼∗ < .
4
，正定有界，与P-rep中不同
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� P-rep和Q-rep之间的关系

𝑄 𝛼, 𝛼∗ =
1
𝜋 𝛼 𝜌 𝛼

而𝜌 = ∫ 𝑃 𝛼, 𝛼∗ | ⟩𝛼 ⟨𝛼|𝑑+𝛼，得

𝑄 𝛼, 𝛼∗ =
1
𝜋
PK𝛼| o𝛼 ‘ 𝑃 𝛼 ‘, 𝛼 ’∗ 𝛼H 𝛼 𝑑+𝛼H

=
1
𝜋
P𝑃 𝛼 ‘, 𝛼 ’∗ 𝑒!|,!,5|! 𝑑+𝛼 ‘
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� Fock态下的Q-rep

𝜌 = | ⟩𝑛 ⟨𝑛|

由 𝑄 𝛼, 𝛼∗ = .
4
𝛼 𝜌 𝛼 = .

4
𝑛 𝛼 + = |,|!&B*|#|!	

4)!
可 知 ， 在

Fock态中𝑄 𝛼, 𝛼∗ 定义良好。

| ⟩𝑛 态是非常靠近量子的态，符合𝑄 𝛼, 𝛼∗ 适用范围。

| ⟩𝛼 = 𝑒!
, !

+ >
)

𝛼)

𝑛!
| ⟩𝑛
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� Fock态| ⟩n 的𝑸表示 𝑄 𝛼, 𝛼∗ =
|𝛼|+)𝑒!|,|!	

𝜋𝑛!

| ⟩1

可以看出：对称分布，𝑛越大，分布越分散

| ⟩3 | ⟩5
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� 相干态下的Q-rep （自己推一下）

𝜌 = | ⟩𝛼G ⟨𝛼G|

𝑄 𝛼, 𝛼∗ =
1
𝜋 𝛼 𝛼G 𝛼G 𝛼

=
1
𝜋
𝑒!|,!,4|!

𝛼 𝛼′ = exp −
1
2
𝛼 + + 𝛼∗𝛼H −

1
2
𝛼H +

 𝑄 𝛼, 𝛼∗ = .
4
𝛼 𝜌 𝛼
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l 相干态的Q表示
𝑄 𝛼, 𝛼∗ =

1
𝜋 𝑒

!|,!,4|!| ⟩𝛼P 𝛼G= 2 ei𝜽

𝜃 = 0 𝜃 = 𝜋/4 𝜃 = 𝜋/2
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l 相干态的Q表示 𝑄 𝛼, 𝛼∗ =
1
𝜋 𝑒

!|,!,4|!𝛼G= 2 ei𝜽

𝜃 = 3𝜋/4 𝜃 = 𝜋 𝜃 = 3𝜋/2

| ⟩𝛼P
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相干态的Q表示特点：

1. 高斯分布

2. 相空间中绕	𝛼的绝对值圆周分布
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l 猫态的Q表示：| ⟩𝝍 = 𝑵( ⟩𝜶𝟎 + 𝒆𝒊𝝓 ⟩−𝜶𝟎 )| ⟩𝝍 𝑵为归一化常数

𝝆 = | ⟩𝝍 ⟨𝝍|

= 𝑵𝟐 ⟩𝜶𝟎 + 𝒆𝒊𝝓 ⟩−𝜶𝟎 /𝜶𝟎| + ⟨−𝜶𝟎|𝒆-𝒊𝝓

= 𝑵𝟐 ⟩𝜶𝟎 ⟨𝜶𝟎| + 𝒆-𝒊𝝓 ⟩𝜶𝟎 ⟨−𝜶𝟎| + 𝒆𝒊𝝓| ⟩−𝜶𝟎 ⟨𝜶𝟎| + ⟩| −𝜶𝟎 ⟨−𝜶𝟎|

由此得到猫态的Q-分布函数为 (自己算一下）

𝑸𝒄𝒂𝒕 =
𝑵𝟐

𝝅 [𝒆-|𝜶-𝜶𝟎|𝟐 + 𝒆-|𝜶+𝜶𝟎|𝟐 + 𝒆-𝒊𝝓𝒆- 𝜶 𝟐- 𝜶𝟎 𝟐+𝜶∗𝜶𝟎-𝜶𝟎
∗𝜶 + 𝒆𝒊𝝓𝒆- 𝜶 𝟐- 𝜶𝟎 𝟐-𝜶∗𝜶𝟎+𝜶𝟎

∗𝜶]

相干态：𝑄 𝛼, 𝛼∗ = .
4
𝑒!|,!,4|!𝑄 𝛼, 𝛼∗ =

1
𝜋 𝛼 𝜌 𝛼

𝛼 𝛼′ = exp −
1
2
𝛼 + + 𝛼∗𝛼H −

1
2
𝛼H +
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偶猫态的Q-分布

𝑸𝒄𝒂𝒕 𝜶 =
𝑵𝒆

𝟐

𝝅 [𝒆;|𝜶;𝜶𝟎|𝟐 + 𝒆;|𝜶=𝜶𝟎|𝟐 + 𝒆; 𝜶 𝟐; 𝜶𝟎 𝟐=𝜶∗𝜶𝟎;𝜶𝟎
∗𝜶 + 𝒆; 𝜶 𝟐; 𝜶𝟎 𝟐;𝜶∗𝜶𝟎=𝜶𝟎

∗𝜶]

𝒆𝒊𝝓 = 𝟏𝛼G= 2 ei𝜽

𝜃 = 3𝜋/4𝜃 = 0 𝜃 = 𝜋/2
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奇猫态的Q-分布

𝑸𝒄𝒂𝒕 𝜶 =
𝑵𝒐

𝟐

𝝅 [𝒆;|𝜶;𝜶𝟎|𝟐 + 𝒆;|𝜶=𝜶𝟎|𝟐 − 𝒆; 𝜶 𝟐; 𝜶𝟎 𝟐=𝜶∗𝜶𝟎;𝜶𝟎
∗𝜶 − 𝒆; 𝜶 𝟐; 𝜶𝟎 𝟐;𝜶∗𝜶𝟎=𝜶𝟎

∗𝜶]

𝒆𝒊𝝓 = −𝟏𝛼G= 2 ei𝜽

𝜃 = 3𝜋/4𝜃 = 0 𝜃 = 𝜋/2
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�  压缩态| ⟩𝛽, 𝜉 的Q-rep ⟩𝛽, 𝜉 = 𝒟 𝛽 𝒮 𝜉 ⟩0

𝜉 = 𝑟𝑒"O
𝛽 = 3, 𝜃 = 0

𝑟 = 0.0 𝑟 = 0.3 𝑟 = 0.6

𝑄 𝛼, 𝛼∗ =
1
𝜋
𝛼 𝜌 𝛼
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压缩态| ⟩𝛽, 𝜉 的Q-rep ⟩𝛽, 𝜉 = 𝒟 𝛽 𝒮 𝜉 ⟩0

𝜉 = 𝑟𝑒"O𝛽 = 3, 𝜃 = 0

𝑟 = 1.0 𝑟 = 1.5 𝑟 = 2.0
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压缩态| ⟩𝛽, 𝜉 的Q-rep 
⟩𝛽, 𝜉 = 𝒟 𝛽 𝒮 𝜉 ⟩0

𝜉 = 𝑟𝑒"O
𝛽 = 3, 𝑟 = 0.6

𝜃 = 0 𝜃 = 𝜋/4 𝜃 = 𝜋/2
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压缩态| ⟩𝛽, 𝜉 的Q-rep ⟩𝛽, 𝜉 = 𝒟 𝛽 𝒮 𝜉 ⟩0

𝜉 = 𝑟𝑒"O𝛽 = 3, 𝑟 = 0.6

𝜃 = 3𝜋/4 𝜃 = 𝜋 𝜃 = 3𝜋/2
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压缩态真空态| ⟩0, 𝜉 的Q-rep ⟩𝛽, 𝜉 = 𝒟 𝛽 𝒮 𝜉 ⟩0

𝜉 = 𝑟𝑒"O
𝛽 = 0, 𝜃 = 0

𝑟 = 0.8 𝑟 = 1 𝑟 = 1.2



胡晓东 拍摄
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三、Wigner函数(W-表示)
1.定义：Wigner函数是由Eugene P. Wigner 在1932年提出来的，对于给定的

密度矩阵𝝆，定义为

𝑾 𝒙, 𝒑 =
𝟏
𝟐𝝅ℏ

O
-=

+=
𝒅𝝃 𝒆𝒙𝒑 −

𝒊
ℏ𝒑𝝃 d𝒙 +

𝟏
𝟐𝝃|𝝆| e𝒙 −

𝟏
𝟐𝝃

看成是：“质心 𝒙 处、相距为 𝜉 的两点𝑥 + /
,
𝜉和𝑥 − /

,
𝜉间的跃迁矩阵元，然

后对其做傅立叶变换”、“系统的密度矩阵在相空间中的准概率分布”

略去若干推导步骤。。。。。。

一般情况下，计算使用的是Wigner函数的等价积分形式

𝑾 𝜶,𝜶∗ =
𝟏
𝝅𝟐O𝒅

𝟐𝝀 𝑻𝒓 𝝆𝒆𝝀𝒂'-𝝀∗𝒂 𝒆𝒙𝒑(−𝝀𝜶∗ + 𝝀∗𝜶)
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𝑾 𝜶,𝜶∗ =
𝟏
𝝅𝟐O𝒅

𝟐𝝀 𝑻𝒓 𝝆𝒆𝝀𝒂'-𝝀∗𝒂 𝒆𝒙𝒑(−𝝀𝜶∗ + 𝝀∗𝜶)

2. 三种表示的统一形式

P-表示、Q-表示、W-表示是以下三种特征函数的傅里叶变换

P-表示： 𝝌𝑵 𝝀 = 𝑻𝒓(𝝆𝒆𝝀𝒂'𝒆-𝝀∗𝒂) 正规算符排序

Q-表示： 𝝌𝑨 𝝀 = 𝑻𝒓(𝝆𝒆-𝝀∗𝒂𝒆𝝀𝒂') 反正规算符排序

W-表示： 𝝌𝑾 𝝀 = 𝑻𝒓(𝝆𝒆𝝀𝒂'-𝝀∗𝒂) 对称算符排序
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3.W-表示和P-表示之间的关系， 𝐷 𝜆 = 𝑒BC'-B∗C = 𝑒-
(
!|B|

!
𝑒BC'𝑒-B∗C

P-表示：𝜌 = ∫ 𝑃 𝛽 | ⟩𝛽 ⟨𝛽|𝑑,𝛽

W-表示： n𝑊 𝛼, 𝛼∗ = /
0! ∫𝑑

,𝜆 𝑇𝑟 𝜌𝐷(𝜆) 𝑒𝑥𝑝 −𝜆𝛼∗ + 𝜆∗𝛼

=
1
𝜋,O𝑑

,𝜆 𝑇𝑟 O 𝑃 𝛽 | ⟩𝛽 ⟨𝛽|𝑑,𝛽 𝐷(𝜆) 𝑒𝑥𝑝 −𝜆𝛼∗ + 𝜆∗𝛼

=
1
𝜋,O𝑑

,𝛽O𝑑,𝜆 )
%
𝑛 𝑃 𝛽 𝛽 𝛽 𝐷(𝜆) 𝑛 𝑒𝑥𝑝(−𝜆𝛼∗ + 𝜆∗𝛼)

=
1
𝜋,
O𝑑,𝛽O𝑑,𝜆 )

%
𝛽 𝑒BC'-B∗C 𝑛 𝑛 𝑃 𝛽 𝛽 𝑒𝑥𝑝(−𝜆𝛼∗ + 𝜆∗𝛼)

= /
0! ∫𝑑

,𝛽 ∫𝑑,𝜆 𝛽 𝑃 𝛽 𝑒BC'-B∗C 𝛽 𝑒𝑥𝑝(−𝜆𝛼∗ + 𝜆∗𝛼)



=
1
𝜋,O𝑑

,𝛽. 𝑃 𝛽 O𝑑,𝜆 𝛽 𝑒-
/
,|B|

!
𝑒BC'𝑒-B∗C 𝛽 𝑒𝑥𝑝(−𝜆𝛼∗ + 𝜆∗𝛼)

=
1
𝜋,O𝑑

,𝛽. 𝑃 𝛽 O𝑑,𝜆𝑒-
/
,|B|

!
𝑒BD∗𝑒-B∗D𝑒𝑥𝑝(−𝜆𝛼∗ + 𝜆∗𝛼)

=
1
𝜋,O𝑑

,𝛽. 𝑃 𝛽 O𝑑,𝜆 𝑒-
/
, B

!
𝑒B(D∗-.∗)𝑒-B∗(D-.)

=
2
𝜋
O𝑃(𝛽) 𝑒-,|.-D|!𝑑,𝛽

在这里，用到了积分关系式
)
* ∫𝑑

+𝜆 𝑒,-|/|!𝑒,/0∗1/∗0 = )
-
𝑒, 0 !/-

𝐷 𝜆 = 𝑒$%!&$∗% = 𝑒&
'
(|$|

#
𝑒$%!𝑒&$∗%
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4.量子态的Wigner函数解析形式

� 相干态 𝜌 = | ⟩𝛼G ⟨𝛼G|

�𝑊 𝛼, 𝛼∗ =
1
𝜋+
P𝑑+𝜆 𝑇𝑟(𝜌𝑒UV>!U∗V)𝑒𝑥𝑝(−𝜆𝛼∗ + 𝜆∗𝛼)

=
1
𝜋+
P𝑑+𝜆 𝛼G 𝑒UV

>!U∗V 𝛼G 𝑒𝑥𝑝(−𝜆𝛼∗ + 𝜆∗𝛼)

=
1
𝜋+
P𝑑+𝜆 𝑒!|U|!/+𝑒!U∗,4𝑒U,4∗ 𝑒𝑥𝑝(−𝜆𝛼∗ + 𝜆∗𝛼)

                     = +
4
𝑒!+|,!,4|!

也可以直接利用P-表示和W-表示之间的关系得到（见上页）

1
𝜋O𝑑

,𝜆 𝑒-G|B|!𝑒-B.∗+B∗. =
1
ℎ 𝑒

- . !/G

𝐷 𝜆 = 𝑒BC'-B∗C = 𝑒-
/
,|B|

!
𝑒BC'𝑒-B∗C
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l 相干态Wigner表示 𝑊 𝛼, 𝛼∗ =
2
𝜋 𝑒

!+|,!,4|!| ⟩𝛼P 𝛼G= 2 ei𝜽

𝜃 = 0 𝜃 = 𝜋/4 𝜃 = 𝜋/2
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l 相干态Wigner表示
𝑊 𝛼, 𝛼∗ =

2
𝜋 𝑒

!+|,!,4|!𝛼G= 2 ei𝜽

𝜃 = 3𝜋/4 𝜃 = 𝜋 𝜃 = 3𝜋/2

| ⟩𝛼P
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� 猫态Wigner表示
      | ⟩𝜓 = 𝑁 | ⟩𝛼I + 𝑒JK| ⟩−𝛼I 𝑁为归一化常数
𝜌 = | ⟩𝜓 ⟨𝜓|
= 𝑁, | ⟩𝛼I + 𝑒JK| ⟩−𝛼I /𝛼I| + ⟨−𝛼I|𝑒-JK

= 𝑁,( ⟩𝛼I ⟨𝛼I| + 𝑒-JK ⟩𝛼I ⟨−𝛼I| + 𝑒JK| ⟩−𝛼I ⟨𝛼I| + ⟩| −𝛼I ⟨−𝛼I|)

相干态Wigner函数已知，只需要求解𝒆-𝒊𝝓| ⟩𝜶𝟎 ⟨−𝜶𝟎|项的Wigner函数

𝑊 𝛼 =
1
𝜋,O𝑑

,𝜆 𝑇𝑟[| ⟩𝛼I ⟨−𝛼I|𝐷 𝜆 ]𝑒𝑥𝑝(−𝜆𝛼∗ + 𝜆∗𝛼)

=
1
𝜋,O𝑑

,𝜆 −𝛼I 𝑒BC
'-B∗C 𝛼I 𝑒𝑥𝑝(−𝜆𝛼∗ + 𝜆∗𝛼)

	 =
1
𝜋, −𝛼I 𝛼I O𝑑,𝜆𝑒-B.3∗𝑒-B∗.3𝑒-

B !

, 𝑒𝑥𝑝 −𝜆𝛼∗ + 𝜆∗𝛼

=
1
𝜋,
O𝑑,𝜆 𝑒-,|.3|!𝑒-B.3∗𝑒-B∗.3𝑒-

B !

, 𝑒𝑥𝑝 −𝜆𝛼∗ + 𝜆∗𝛼

n𝑊 𝛼, 𝛼∗ =
1
𝜋,O𝑑

,𝜆 𝑇𝑟 𝜌𝑒BC'-B∗C 𝑒𝑥𝑝(−𝜆𝛼∗ + 𝜆∗𝛼)

−𝛼* 𝛼* = 𝑒&
'
( +!

#&'( &+!
#,(&+$∗+$) = 𝑒&(|+$|#
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� 猫态

=
1
𝜋,O𝑑

,𝜆 𝑒-
/
, B+,.3 !- B+,.3 .∗+(B∗+,.3∗).𝑒-,.3.∗+,.3∗.

=
2
𝜋
𝑒-,|.|!𝑒-,.3.∗+,.3∗.

同理可以得到| ⟩−𝛼I ⟨𝛼I|项的Wigner函数为,
0
𝑒-,|.|!𝑒,.3.∗-,.3∗.

因此，猫态的Wigner函数的解析形式为	（自己推一下）

𝑊?@A 𝛼

= 𝑁B[
2
𝜋
𝑒;B C;C/ 0 +

2𝑒;DE

𝜋
𝑒;B C 0𝑒;BC/C∗=BC/∗C +

2𝑒DE

𝜋
𝑒;B|C|0𝑒BC/C∗;BC/∗C +

2
𝜋
𝑒;B C=C/ 0]

=
2𝑁,

𝜋 [𝑒-, .-.3 ! + 𝑒-, .+.3 ! + 2 𝑒-, . !(𝑒-JK𝑒-,.3.∗+,.3∗. + 𝑒JK𝑒,.3.∗-,.3∗.]

1
𝜋O𝑑

,𝜆 𝑒-L|B|!𝑒-B.∗+B∗. =
1
𝛾 𝑒

- . !/L

积分公式中

ℎ =
1
2

𝜆 = 𝜆 + 2𝛼F
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偶猫态的Wigner分布

𝑸𝒄𝒂𝒕 𝜶 =
𝟐𝑵𝟐

𝝅 [𝒆-𝟐 𝜶-𝜶𝟎 𝟐 + 𝒆-𝟐 𝜶+𝜶𝟎 𝟐 + 𝟐 𝒆-𝟐 𝜶 𝟐(𝒆-𝟐𝜶𝟎𝜶∗+𝟐𝜶𝟎
∗𝜶 + 𝒆𝟐𝜶𝟎𝜶∗-𝟐𝜶𝟎

∗𝜶)]

𝒆𝒊𝝓 = 𝟏𝛼F= 2 ei𝜽

𝜃 = 3𝜋/4𝜃 = 0 𝜃 = 𝜋/2
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奇猫态的Wigner-分布

𝑊𝒄𝒂𝒕 𝜶 =
𝟐𝑵𝟐

𝝅 [𝒆-𝟐 𝜶-𝜶𝟎 𝟐 + 𝒆-𝟐 𝜶+𝜶𝟎 𝟐 − 𝟐 𝒆-𝟐 𝜶 𝟐(𝒆-𝟐𝜶𝟎𝜶∗+𝟐𝜶𝟎
∗𝜶 + 𝒆𝟐𝜶𝟎𝜶∗-𝟐𝜶𝟎

∗𝜶]

𝛼5= 2 ei𝜽

𝜃 = 3𝜋/4𝜃 = 0 𝜃 = 𝜋/2

𝒆𝒊𝝓 = −𝟏
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热光场态的Wigner分布 :𝑊 𝛼, 𝛼∗ =
1

𝜋 𝑛 + 12
𝑒𝑥𝑝[−

𝛼 B

𝑛 + 12
]
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� Fock态 | ⟩𝑛 的Wigner表示

| ⟩1 | ⟩3 | ⟩5

𝑾𝒎 𝜶 =
𝟐 −𝟏 𝒎

𝝅
𝒆𝒙𝒑(−𝟐 𝜶 𝟐)𝑳𝒎(𝟒 𝜶 𝟐)
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�压缩态的Wigner分布           
             𝜌 = | ⟩𝛽, 𝜉 ⟨𝛽, 𝜉| | ⟩𝛽, 𝜉 = 𝐷 𝛽 𝑆 𝜉 | ⟩0

n𝑊 𝛼, 𝛼∗ =
1
𝜋,
O𝑑,𝜆 𝑇𝑟[𝜌𝐷 𝜆 ]𝑒𝑥𝑝(−𝜆𝛼∗ + 𝜆∗𝛼)

=
1
𝜋,O𝑑

,𝜆 0 𝑆M 𝜉 𝐷M 𝛽 𝐷 𝜆 𝐷 𝛽 𝑆 𝜉 0 𝑒𝑥𝑝(−𝜆𝛼∗ + 𝜆∗𝛼)

𝐷M 𝛽 𝐷 𝜆 𝐷 𝛽 = 𝐷M 𝛽 𝑒BC'-B∗C𝐷 𝛽 = 𝑒B(C'+D∗)-B∗(C+D) = 𝑒BC'-B∗C𝑒BD∗-B∗D

= 𝐷 𝜆 𝑒𝑥𝑝 𝜆𝛽∗ − 𝜆∗𝛽

𝑆M 𝜉 𝐷 𝜆 𝑆 𝜉 = 𝑆M 𝜉 𝑒BC'-B∗C𝑆 𝜉 = 𝑒B[O' P C'O P ]-B∗[O' P CO P ]

= 𝑒B(C' RS&G T-C$89: &J%G T)-B∗(C RS&G T-C'$9: &J%G T)

= 𝑒C' BRS&GT+B∗$9: &J%G T -C(B∗RS&GT+B$89: &J%G T)

= 𝐷 𝜆 𝑐𝑜𝑠ℎ 𝑟 + 𝜆∗𝑒JU𝑠𝑖𝑛ℎ 𝑟

n𝑊 𝛼 =
1
𝜋,
O𝑑,𝜆 0 𝐷(𝜆 𝑐𝑜𝑠ℎ 𝑟 + 𝜆∗𝑒JU𝑠𝑖𝑛ℎ 𝑟) 0 𝑒-B(.∗-D∗)+B∗(.-D)

𝜉 = 𝑟𝑒;<
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令χ = λ cosh r + λ∗eJKsinh r λ = χ cosh r − χ∗eJKsinh r

:W α =
1
πB
TdBλ 0 𝐷(𝜆 𝑐𝑜𝑠ℎ 𝑟 + 𝜆∗𝑒DL𝑠𝑖𝑛ℎ 𝑟) 0 e;M(O∗;P∗)=M∗(O;P)

=
1
πB
TdBχ 0 𝐷(𝜒) 0 e;(R STUV W;R∗X23UJYV W)(O∗;P∗)=(R∗ STUV W;RX423UJYV W)(O;P)

=
1
πB
TdB χ 0 𝐷(𝜒) 0 e;R O;P X423UJYV W=(O∗;P∗ STUVW]=R∗[(O∗;P∗)X23UJYV W=(O;P)STUV W ]

=
1
πB
TdBχ 0 𝐷(𝜒) 0 e;R\∗=R∗\

=
1
πB
TdBχ 0 e;

R 0
B eR]5e;R∗] 0 e;R\∗=R∗\

=
1
πB
TdBχ e;

R 0
B e;R\∗=R∗\ =

2
π
e;B R 0

其中A = (α∗−β∗)eJKsinh r + (α − β)cosh r

于是得到Wigner函数表达形式为

nW α =
2
π e

-,|(V∗-W∗)X=>YZ[\ ]+(V-W)^_Y\ ] |!

1
𝜋
e𝑑+𝜆 𝑒,-|/|!𝑒,/0∗1/∗0 =

1
ℎ
𝑒, 0 !/-
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�  压缩态| ⟩𝛽, 𝜉 的Wigner分布
⟩𝛽, 𝜉 = 𝒟 𝛽 𝒮 𝜉 ⟩0 ，𝜉 = 𝑟𝑒JU𝛽 = 3, 𝜃 = 0

𝑟 = 0.0 𝑟 = 0.3 𝑟 = 0.6

nW α =
2
π e

-,|(V∗-W∗)X=>YZ[\ ]+(V-W)^_Y\ ] |!
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压缩态| ⟩𝛽, 𝜉 的Wigner分布 ⟩𝛽, 𝜉 = 𝒟 𝛽 𝒮 𝜉 ⟩0

𝜉 = 𝑟𝑒"O
𝛽 = 3, 𝜃 = 0

𝑟 = 0.8 𝑟 = 1 𝑟 = 1.2
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压缩态| ⟩𝛽, 𝜉 的Wigner分布 ⟩𝛽, 𝜉 = 𝒟 𝛽 𝒮 𝜉 ⟩0

𝜉 = 𝑟𝑒"O𝛽 = 3, 𝑟 = 0.6

𝜃 = 0 𝜃 = 𝜋/4 𝜃 = 𝜋/2
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压缩态| ⟩𝛽, 𝜉 的Wigner分布 ⟩𝛽, 𝜉 = 𝒟 𝛽 𝒮 𝜉 ⟩0

𝜉 = 𝑟𝑒"O𝛽 = 3, 𝑟 = 0.6

𝜃 = 3𝜋/4 𝜃 = 𝜋 𝜃 = 3𝜋/2
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压缩态真空态| ⟩0, 𝜉 的Wigner分布
⟩𝛽, 𝜉 = 𝒟 𝛽 𝒮 𝜉 ⟩0

𝜉 = 𝑟𝑒"O
𝛽 = 0, 𝜃 = 𝜋

𝑟 = 0.8 𝑟 = 1 𝑟 = 1.2
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相关讨论：

连续变量和分立变量：

高斯态：用Wigner函数界定的

P表示----相干态

Q表示----压缩态

W表示----猫态

三种表示都是相空间的
一种准概率分布
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五、思考题
1. Fock态、相干态及一般情况下 !𝜌的表达式

2. 正规排列和反正规排列的定义

3. P表示的定义，𝑃 − 𝜌关系的适用范围

4. 证明：𝑃 𝛼, 𝛼∗ = 𝑇𝑟[𝜌𝛿(𝛼∗ − 𝑎a)𝛿(𝛼 − 𝑎)]与𝜌 =

∫𝑃(𝛼, 𝛼∗) |𝛼 >< 𝛼|𝑑b𝛼等价

5. P表示的应用实例

6. Q表示的定义，𝑄 − 𝜌关系的适用范围

7. 多种量子态的Q表示实例

8. Wigner函数及多种量子态的Wigner函数实例
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作业：⽆

报告（报告的具体要求与之前同）

了解⼏种分布函数的特点（课上内容）

读前沿⽂献：（按兴趣⾃⼰查找）

猫态、Wigner函数等相关、或相关其它



胡晓东 拍摄


	【书签】新建书签
	【书签】新建书签
	【书签】新建书签
	【书签】新建书签
	【书签】新建书签
	【书签】新建书签

