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Part I Lie群和Lie代数简介



Lie群和Lie代数
• 定义Lie群：连续依赖于实参数  𝜃的算符𝑔(  𝜃)构成的群称为Lie群。（要求

𝑔  𝜃 = 0 = 1）
𝑔 = 𝑒𝑖𝜃𝑖𝑋𝑖 , 𝑋𝑖 ∈ Lie algebra

• 这些𝑋𝑖称为Lie群的生成元。

• 定义Lie代数：对于向量空间𝔤，对𝑋, 𝑌 ∈ 𝔤，定义Lie括号：[𝑋, 𝑌] ∈ 𝔤。要求Lie
括号满足：

1）双线性： 𝑎𝑋 + 𝑏𝑌, 𝑍 = 𝑎 𝑋, 𝑍 + 𝑏 𝑌, 𝑍 , 𝑋, 𝑎𝑌 + 𝑏𝑍 = 𝑎 𝑋, 𝑌 + 𝑏[𝑋, 𝑍]

2）反对称： 𝑋, 𝑌 = −[𝑌, 𝑋]

3）Jacobi恒等式： 𝑋, 𝑌 , 𝑍 + 𝑌, 𝑍 , 𝑋 + 𝑍, 𝑋 , 𝑌 = 0

• 将定义了Lie括号的向量空间𝔤称为一个Lie代数。

• Lie群的Lie代数由Lie群的生成元−𝑖
𝜕𝑔

𝜕𝜃𝑖
 
𝜃=0

张成，它是Lie群流形在  𝜃 = 0时
的切空间。



群的表示

•定义群的表示：如果线性空间V中的𝑑 × 𝑑的矩阵构成的群𝑅(𝐺)与群G同
态（这要求𝑅 𝑔 𝑅 𝑔′ = 𝑅(𝑔𝑔′)），那么𝑅(𝐺)称群G的一个d维表示。

•和G中元素𝑔对应的𝑅(𝑔)成为𝑔𝑖在𝑅(𝐺)中的表示矩阵。线性空间V称为表
示空间。如果上述同态关系为同构关系，那么𝑅(𝐺)称群G的真实表示。

•对于群G的表示𝐷(𝐺)，如果对每个𝑔 ∈ 𝐺，都满足𝐷† 𝑔 𝐷 𝑔 = 𝐼，即
𝐷(𝑔)是酉矩阵，那么称表示𝐷(𝐺)是酉表示。

•对Lie群，若表示空间是其Lie代数，那么称这个表示是Lie群的伴随表示。

•我们称一组态矢量form了群G的一个表示R，就是说在群元g作用下：

𝜓𝑖  
𝑔

 

𝑗

𝜓𝑗 𝑅𝑗𝑖 𝑔



表示的直积和直和

•定义表示的直积：
(𝑅 ⊗ 𝑅′)(𝑔) = 𝑅 𝑔 ⊗ 𝑅′ 𝑔  (𝑅 ⊗ 𝑅′) 𝑔 𝑎𝛼,𝑏𝛽 = 𝑅 𝑔

𝑎𝑏
𝑅′ 𝑔

𝛼𝛽

dim 𝑅 ⊗ 𝑅′ = dim 𝑅 ⋅ dim 𝑅′

定义表示的直和：

(𝑅 ⊕ 𝑅′)(𝑔) =
𝑅 𝑔 0

0 𝑅′ 𝑔
dim 𝑅 ⊗ 𝑅′ = dim 𝑅 + dim 𝑅′



等价表示和不可约表示
• 如果表示空间的基为𝑒𝑖，那么群元g可以视为表示空间中的算子：

𝑔: 𝑉  𝑉, 𝜓𝑖 ↦  

𝑗

𝜓𝑗 𝑅 𝑔 𝑗𝑖

• 那么，在基变换  𝜓𝑖 =  𝑗 𝜓𝑗 𝐴𝑗𝑖下，新的表示为：
 𝑅 𝑔 = 𝐴𝑅 𝑔 𝐴−1

•  𝑅 𝑔 和𝑅 𝑔 只是不同基下的同一矩阵。故这两个表示也是相同的表示。我们称
这样的  𝑅 𝑔 和𝑅 𝑔 为等价表示。

• 如果表示𝑅 𝑔 的一个等价表示有分块对角形式：

𝐴𝑅 𝑔 𝐴−1 =
𝐷1(𝑔)

𝐷2(𝑔)
…

• 那么，称𝑅 𝑔 为可约表示。如果没有这样的等价表示，则𝑅 𝑔 为不可约表示。



Part II Galilean群和量子力学



Galilean群

• 定义Galilean群：所有空间转动，空间平移，坐标系运动的集合构成Galilean群。

• Galilean群有10个参数：3个空间旋转角，3个空间平移分量，3个坐标系速度分
量和时间平移量。也就是说，Galilean群有10个生成元，记为𝐾𝜇，一个一般的
Galilean变换为：

𝑈 𝜏 = exp −𝑖  

𝜇

𝐾𝜇𝑠𝜇

• 相继作用两个Galilean变换，由于末态只可能相差一个相因子：
𝑈 𝜏2𝜏1 𝜓 = 𝑒−𝑖𝜔(𝜏2,𝜏1)𝑈 𝜏2 𝑈 𝜏1 𝜓

𝑈 𝜏2𝜏1 = 𝑒−𝑖𝜔(𝜏2,𝜏1)𝑈 𝜏2 𝑈 𝜏1

• （如果相位𝜔(𝜏2, 𝜏1)和态 𝜓 有关，那么对叠加态作用Galilean变换会推出矛盾）

• 满足这个关系的𝑈(𝜏)被称为Galilean群的一个投影表示。



Galilean群的Lie代数

•接下来考虑Galilean群的Lie代数，想要求出10个生成元的对易关系：

•考虑变换𝑒𝑖𝛿𝑠𝜇𝐾𝜇𝑒𝑖𝛿𝑠𝜈𝐾𝜈𝑒−𝑖𝛿𝑠𝜇𝐾𝜇𝑒−𝑖𝛿𝑠𝜈𝐾𝜈，它仍属于Galilean群：

𝑒𝑖𝛿𝑠𝜇𝐾𝜇𝑒𝑖𝛿𝑠𝜈𝐾𝜈𝑒−𝑖𝛿𝑠𝜇𝐾𝜇𝑒−𝑖𝛿𝑠𝜈𝐾𝜈 = 𝑒𝑖𝜔 𝜏𝜇,𝜏𝜈 𝐼 − 𝑖  

𝜇

𝐾𝜇𝑠𝜇

= 𝐼 + 𝛿𝑠𝜈𝛿𝑠𝜇[𝐾𝜈 , 𝐾𝜇]

•忽略高阶小量，左边的参数𝑠𝜇 , 𝜔都应该是二阶小量。于是我们得到：

𝐾𝜈 , 𝐾𝜇 = 𝑖  

𝜆

𝐶𝜇𝜈
𝜆 𝐾𝜆 + 𝑖𝑏(𝐾𝜇 , 𝐾𝜈)

• 𝐶𝜇𝜈
𝜆 称为结构常数，而𝑏(𝐾𝜇 , 𝐾𝜈)称为中心荷。从上式可以看出它们都是交
换反对称的。



Galilean群的生成元

•为了方便讨论，给这10个生成元一个符号：

•转动生成元记作𝐽𝑖，平移生成元记作𝑃𝑖，参考系速度变换的生成元记作-𝐺𝑖，
时间平移生成元记作−𝐻.

•我们考虑的是参考系‘零点’的变换，例如这里定义的时间平移算符和时间
演化算符是互为逆的。

•于是，一个普遍的Galilean变换可以写作：

𝑈 𝜏 = exp −𝑖  

𝑖

𝐽𝑖𝜃𝑖 − 𝑖  

𝑗

𝑎𝑗𝑃𝑗 + 𝑖  

𝑘

𝑣𝑘𝐺𝑘 + 𝑖𝑠𝐻



结构常数

𝑃𝑖 , 𝑃𝑗 = 𝑖𝑏 𝑃𝑖 , 𝑃𝑗 ,
𝐺𝑖 , 𝐺𝑗 = 𝑖𝑏 𝐺𝑖 , 𝐺𝑗 ,

𝐽𝑖 , 𝐽𝑗 = 𝑖𝜀𝑖𝑗𝑘𝐽𝑘 + 𝑏 𝐽𝑖 , 𝐽𝑗 ,
𝑃𝑖 , 𝐺𝑗 = 𝑖𝑏 𝑃𝑖 , 𝐺𝑗 ,

𝐽𝑖 , 𝑃𝑗 = 𝑖𝜀𝑖𝑗𝑘𝑃𝑘 + 𝑏 𝐽𝑖 , 𝑃𝑗 ,
𝐽𝑖 , 𝐺𝑗 = 𝑖𝜀𝑖𝑗𝑘𝐺𝑘 + 𝑏(𝐽𝑖 , 𝐺𝑗)

𝑃𝑖 , 𝐻 = 𝑖𝑏 𝑃𝑖 , 𝐻 ,
𝐺𝑖 , 𝐻 = 𝑖𝑃𝑖 + 𝑖𝑏 𝐺𝑖 , 𝐻 ,

𝐽𝑖 , 𝐻 = 𝑖𝑏(𝐽𝑖 , 𝐻)



中心荷

𝑃𝑖 , 𝑃𝑗 = 0,
𝐺𝑖 , 𝐺𝑗 = 0,

𝐽𝑖 , 𝐽𝑗 = 𝑖𝜀𝑖𝑗𝑘𝐽𝑘
𝑃𝑖 , 𝐺𝑗 = 𝑖𝑀𝛿𝑖𝑗 ,
𝐽𝑖 , 𝑃𝑗 = 𝑖𝜀𝑖𝑗𝑘𝑃𝑘 ,
𝐽𝑖 , 𝐺𝑗 = 𝑖𝜀𝑖𝑗𝑘𝐺𝑘

𝑃𝑖 , 𝐻 = 0,
𝐺𝑖 , 𝐻 = 𝑖𝑃𝑖 ,

𝐽𝑖 , 𝐻 = 0



Schrodinger方程
• 考虑时间平移变换下态矢量的变化：

𝑒𝑖𝑠𝐻 𝜓 𝑡 = 𝜓 𝑡 − 𝑠

• 这也就是说，时间演化算符有以下的形式：
𝑈 𝑡𝑓, 𝑡𝑖 = 𝑒−𝑖𝐻(𝑡𝑓−𝑡𝑖)

𝐻 𝑡 = 𝑖
𝜕

𝜕𝑡𝑓
𝑈 𝑡𝑓, 𝑡  

𝑡𝑓=𝑡

• 由U的可逆性可以推出，这等价于：

𝐻 𝑡 = 𝑖
𝜕

𝜕𝑡
𝑈 𝑡, 𝑡0 𝑈 𝑡, 𝑡0

†

• 作用在态矢量 𝜓 𝑡0 ⟩上，就得到了Schrodinger方程：

𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑡
𝜓 𝑡 = 𝐻 𝑡 𝜓 𝑡



正则对易关系

•接下来考虑正则对易关系：对于空间平移变换，有：
𝑥′ = 𝑒−𝑖𝑃⋅𝑎 𝑥 = 𝑥 + 𝑎 ,  𝑋′ = 𝑒𝑖𝑃⋅𝑎  𝑋𝑒−𝑖𝑃⋅𝑎

•由于𝑋′ 𝑥 + 𝑎 = 𝑥 𝑥 + 𝑎 ，有𝑋′ =  𝑋 −  𝑎，也就是算符  𝑥′测量平移后的坐
标系中的位置。

𝑒𝑖𝑃⋅𝑎  𝑋𝑒−𝑖𝑃⋅𝑎 =  𝑋 + 𝑖[  𝑋,  𝑎 ⋅  𝑝] =  𝑋 −  𝑎

•也就是说：
𝑋𝑖 , 𝑃𝑗 = 𝑖𝛿𝑖𝑗

•这就是正则对易关系。上面的讨论告诉我们，如果把量子力学的两个基
本假设（Schrodinger方程和正则对易关系）换成态矢量form了Galilean群
的投影表示，也可以推导出整套量子力学的理论。



自由粒子的Hamiltonian

𝐺𝑖 − 𝑡𝑃𝑖 , 𝑋𝑗 = 0, 𝑀𝑋𝑖 − 𝐺, 𝑃𝑗 = 0
𝐺 = 𝑀𝑋 − 𝑡𝑃

𝐻 −
𝑃2

2𝑀
, 𝑄𝑖 = 0, 𝐻 −

𝑃2

2𝑚
, 𝑃 = 0

𝐻 =
𝑃2

2𝑀
+ 𝐸0

•自由粒子的Hamiltonian可以通过Galilean群的性质导出。

•通过这个式子，也可以明确前面不可消去的中心荷M的物理意义——M就
是粒子的质量。



Part III
Lorentz群和相对论量子力学



Poincare群

•我们先约定取𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3分别为Minkowski时空的时间，空间分量。
Minkowski度规取为

𝜂00 = −1, 𝜂11 = 𝜂22 = 𝜂33 = 1

•随后我们要求在某一种坐标变换下度规分量不变，即

𝜂𝜇𝜈

𝜕𝑥′𝜇

𝜕𝑥𝜌

𝜕𝑥′𝜈

𝜕𝑥𝜎
= 𝜂𝜌𝜎

•于是可以得到
𝑥′𝜇 = Λ 𝜈

𝜇
𝑥𝜈 + 𝑎𝜇 , 𝜂𝜇𝜈Λ 𝜌

𝜇
Λ 𝜎

𝜈 = 𝜂𝜌𝜎

•这些变换构成了一个群，称之为Poincare群。群乘法如下
𝑥′′𝜇 =  Λ 𝜈

𝜇
𝑥′𝜈 +  𝑎𝜇 , 𝑥′𝜇 = Λ 𝜈

𝜇
𝑥𝜈 + 𝑎𝜇 ⇒ 𝑥′′𝜇 =  Λ 𝜌

𝜇
Λ 𝜈

𝜌
𝑥𝜈 +  Λ 𝜌

𝜇
𝑎𝜌

𝑇  Λ,  𝑎 𝑇 Λ, 𝑎 = 𝑇( ΛΛ,  Λ𝑎 +  𝑎)



Poincare群的结构
•取𝜂𝜇𝜈Λ 𝜌

𝜇
Λ 𝜎

𝜈 = 𝜂𝜌𝜎行列式，得到DetΛ = ±1，同时，由 Λ 0
0 2 = 1 +

Λ 0
𝑖 Λ 0

𝑖 可以发现Λ 0
0 ≥ 1或Λ 0

0 ≤ −1，可以验证由于
( ΛΛ) 0

0 =  Λ 0
0 Λ 0

0 +  Λ 1
0 Λ 0

1 +  Λ 2
0 Λ 0

2 +  Λ 3
0 Λ 0

3

 Λ 1
0 ,  Λ 2

0 ,  Λ 3
0 =  Λ 0

0 2 − 1

Λ 0
1 , Λ 0

2 , Λ 0
3 = Λ 0

0 2 − 1

•再由柯西不等式( ΛΛ) 0
0 ≥  Λ 0

0 Λ 0
0 −  Λ 0

0 2 − 1 Λ 0
0 2 − 1，最后( ΛΛ) 0

0 与

Λ 0
0 ,  Λ 0

0 与1的大小关系相同。所以形成了四个子群。其中Λ 0
0 ≥ 1且DetΛ =

+ 1的称为正规正时Lorentz群。这四个子群可以由𝒫, 𝒯两个变换联系起来：
𝒫 0

0 = 1, 𝒫 1
1 = 𝒫 2

2 = 𝒫 3
3 = −1, 𝒯 0

0 = −1, 𝒯 1
1 = 𝒯 2

2 = 𝒯 3
3 = 1



Poincare群的Lie代数
•取无穷小变换：

Λ 𝜈
𝜇

= 𝛿 𝜈
𝜇

+ 𝜔 𝜈
𝜇

, 𝑎𝜇 = 𝜖𝜇

•通过𝜂𝜇𝜈Λ 𝜌
𝜇

Λ 𝜎
𝜈 = 𝜂𝜌𝜎，可以导出𝜔𝜌𝜎是反对称张量。

•将𝑈展开为一阶

𝑈 1 + 𝜔, 𝝐 = 1 +
1

2
𝑖𝜔𝜌𝜎𝐽𝜌𝜎 − 𝑖𝜖𝜌𝑃𝜌 + ⋯

•其中J和P分别是Lorentz变换和平移的生成元为使得𝑈为酉表示，𝐽, 𝑃需为
Hermitian算符。又因为𝜔𝜌𝜎为反对称，所以可以取𝐽𝜌𝜎 = −𝐽𝜎𝜌。

•生成元的对易关系：
𝑖 𝐽𝜇𝜈 , 𝐽𝜌𝜎 = 𝜂𝜈𝜌𝐽𝜇𝜎 − 𝜂𝜇𝜌𝐽𝜈𝜎 − 𝜂𝜎𝜇𝐽𝜌𝜈 + 𝜂𝜎𝜈𝐽𝜌𝜇

𝑖 𝑃𝜇 , 𝐽𝜌𝜎 = 𝜂𝜇𝜌𝑃𝜎 − 𝜂𝜇𝜎𝑃𝜌

𝑃𝜇 , 𝑃𝜌 = 0



Poincare群的生成元

•定义
𝐻 = 𝑃0, 𝐏 = 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3 , 𝐉 = 𝐽23, 𝐽31, 𝐽12 , 𝐊 = {𝐽01, 𝐽02, 𝐽03}

•新的算符的对易关系：
𝐽𝑖 , 𝐽𝑗 = 𝑖𝜖𝑖𝑗𝑘𝐽𝑘
𝐽𝑖 , 𝐾𝑗 = 𝑖𝜖𝑖𝑗𝑘𝐾𝑘

𝐾𝑖 , 𝐾𝑗 = −𝑖𝜖𝑖𝑗𝑘𝐽𝑘
𝐽𝑖 , 𝑃𝑗 = 𝑖𝜖𝑖𝑗𝑘𝑃𝑘

𝐾𝑖 , 𝑃𝑗 = −𝑖𝐻𝛿𝑖𝑗

𝐽𝑖 , 𝐻 = 𝑃𝑖 , 𝐻 = 0
𝐾𝑖 , 𝐻 = −𝑖𝑃𝑖



单粒子态
•由于𝑃𝜇两两互易，所以可以用𝑃𝜇的共同本征态来标记态矢。

𝑃𝜇Ψ𝒑,𝜎 = 𝑝𝜇Ψ𝒑,𝜎

• 𝜎为其余自由度，在考虑单粒子态时，我们只考虑𝜎为分立值的情况。
•那么简单地有

𝑈 1, 𝒂 Ψ𝒑,𝜎 = 𝑒−𝑖𝒑⋅𝒂 Ψ𝒑,𝜎

•考虑在一个变换𝑈 Λ, 0 = 𝑈(Λ)下（Lorentz群），Ψ𝒑,𝜎的变化。
𝑃𝜇𝑈 Λ Ψ𝒑,𝜎 = Λ 𝜌

𝜇
𝑝𝜌𝑈(Λ)Ψ𝒑,𝜎

•所以

𝑈 Λ Ψ𝒑,𝜎 =  

𝜎′

𝐶𝜎′𝜎 Λ, 𝑝 ΨΛ𝒑,𝜎′

• 𝐶𝜎′𝜎是Lorentz群的一个表示，我们把Lorentz群的各类不可约表示视作不同
种类的粒子。（由于在同一个不可约表示中的态在Lorentz变换下不变。）



The Little Group
•可以选取一个标准的4-矢量𝑘𝜇 使得所有𝑝𝜇都可以写成：

𝑝𝜇 = 𝐿 𝜈
𝜇

𝒑 𝑘𝜈

•其中L是我们定义的从标准k到p的变换矩阵，随后就可以定义有动量p的量
子态为：

Ψ𝒑,𝜎 ≡ 𝑁 𝒑 𝑈 𝐿 𝒑 Ψ𝒌,𝜎

•其中𝑁 𝒑 是归一化因子。
•在两侧作用𝑈 Λ 得到

𝑈 Λ Ψ𝒑,𝜎 = 𝑁 𝒑 𝑈 𝐿 Λ𝒑 𝑈 𝐿−1 Λ𝒑 Λ𝐿 𝒑 Ψ𝒌,𝜎

•可以看到𝑈 𝐿−1 Λ𝒑 Λ𝐿 𝒑 保持Ψ𝒌,𝜎在𝒌这个空间不变，所以我们考虑保持
k不变的Lorentz变换：

𝑊 𝜈
𝜇

𝑘𝜈 = 𝑘𝜇

•这些变换W构成Lorentz群的一个子群，被称为the little group。



Lorentz群的表示

• Ψ𝒌,𝜎form了little group的表示D：

𝑈 𝑊 Ψ𝒌,𝜎 =  

𝜎′

𝐷𝜎′𝜎 𝑊 Ψ𝒌,𝜎′

 

𝜎′′

𝐷𝜎′𝜎′′ 𝑊 𝐷𝜎′′𝜎 𝑊 = 𝐷𝜎′𝜎 𝑊

•具体地
𝑊 Λ, 𝒑 ≡ 𝐿−1 Λ𝒑 Λ𝐿 𝒑

•所以

𝑈 Λ Ψ𝒑,𝜎 =
𝑁 𝒑

𝑁 Λ𝒑
 

𝜎′

𝐷𝜎′𝜎 𝑊 Λ, 𝒑 ΨΛ𝒑,𝜎′

•于是原先确定𝐶𝜎′𝜎的问题被约化为求little group的表示D。也就是说，找到
little group的所有不可约表示，就找到了Lorentz群的所有不可约表示。



Lorentz群的表示

• 接下来我们选取一组标准𝒌，来完成我们的计算。根据通常量子力学的假定，我
们认为有不同𝒌的态矢相互正交：

Ψ𝒌′,𝜎′ , Ψ𝒌,𝜎 = 𝛿3 𝒌′ − 𝒌 𝛿𝜎′𝜎

• 发现𝐷应当是酉的：𝐷† 𝑊 = 𝐷−1 𝑊 。

• 然后我们计算一般情况下的内积
Ψ𝒑′,𝜎′ , Ψ𝒑,𝜎 = 𝑁 𝒑 𝑁∗ 𝒑′ 𝐷 𝑊 𝐿−1 𝒑 , 𝒑′

𝜎′𝜎

∗
𝛿3 𝒌′ − 𝒌

Ψ𝒑′,𝜎′ , Ψ𝒑,𝜎 = 𝑁 𝒑 2𝛿𝜎′𝜎𝛿3 𝒌′ − 𝒌

• 我们希望选取𝑁 𝒑 使其在洛伦兹变换下该关系保持不变，我们知道

𝑝0𝛿3 𝒑′ − 𝒑 = 𝑘0𝛿3 𝒌′ − 𝒌 ，我们选取𝑁 𝒑 =
𝑘0

𝑝0

Ψ𝒑′,𝜎′ , Ψ𝒑,𝜎 = 𝛿𝜎′𝜎𝛿3 𝒑′ − 𝒑

• 我们接下来看两个物理上感兴趣的情况，也就是正质量和零质量粒子。



正质量粒子

• 对于正质量粒子，4-动量的𝑝𝜇𝑝𝜇 = −𝑀2，于是我们可以将k取为：
𝑘𝜇 = 0,0,0,𝑀

• 此时的little group是转动群SO(3)。于是正质量粒子的分类就取决于他们的SO(3)不
可约表示，更具体地说，就是自旋。

• （这其实是一个非常nontrivial的事情，我们从Lorentz群中得出了自旋！）

• 我们知道𝑆𝑂 3 的酉表示可以分解为具有不同“角量子数”的不可约表示的直和：

𝑈 Λ Ψ𝒑,𝜎 ==
Λ𝒑 0

𝑝0
 

𝜎′

𝐷
𝜎′𝜎

𝑗
𝑊 Λ, 𝒑 ΨΛ𝒑,𝜎′

• 其中𝑊 Λ, 𝒑 ≡ 𝐿−1 Λ𝒑 Λ𝐿 𝒑



正质量粒子

•为了计算这一转动，选取一个标准boost 𝐿 𝒑 ，将𝑘𝜇 = 0,0,0, 𝑀 变为𝑝𝜇。
𝐿 𝑘

𝑖 𝒑 = 𝛿𝑖𝑘 + 𝛾 − 1  𝑝𝑖  𝑝𝑘

𝐿 0
𝑖 𝒑 = 𝐿 𝑖

0 𝒑 =  𝑝𝑖 𝛾2 − 1
𝐿 0

0 𝒑 = 𝛾

 𝑝𝑖 ≡
𝑝𝑖

𝐩
, 𝛾 ≡

𝐩2 + 𝑀2

𝑀

•特别地，我们来观察当Λ 𝜈
𝜇 为三维空间的转动ℛ时的情况。有：

𝑊 ℛ, 𝒑 = ℛ

•这意味着在旋转变换下我们的态矢变化方式与非相对论情况下的完全一致。



无质量粒子

•一个无质量的单粒子，可以将k选为：
𝑘𝜇 = (0,0,1,1)

•要求little group的群元W保持t的模和t与其他四维矢量的内积不变：
𝑊𝑡 𝜇 𝑊𝑡 𝜇 = 𝑡𝜇𝑡𝜇 = −1 𝑊𝑡 𝜇𝑘𝜇 = 𝑡𝜇𝑘𝜇 = −1

•满足这两个条件的 𝑊𝑡 𝜇具有这样的形式
𝑊𝑡 𝜇 = 𝛼, 𝛽, 𝜁, 1 + 𝜁 𝜁 = (𝛼2 + 𝛽2)/2

•我们写出一个这样的洛伦兹变换矩阵

𝑆𝜇
𝜈 𝛼, 𝛽 =

1 0 −𝛼 𝛼
0 1 −𝛽 𝛽
𝛼 𝛽 1 − 𝜁 𝜁
𝛼 𝛽 −𝜁 1 + 𝜁



无质量粒子

𝑆𝜇
𝜈 𝛼, 𝛽 =

1 0 −𝛼 𝛼
0 1 −𝛽 𝛽
𝛼 𝛽 1 − 𝜁 𝜁
𝛼 𝛽 −𝜁 1 + 𝜁

•可以看到𝑆𝜇
𝜈𝑡 = 𝑊𝑡，然而这并不能说明𝑆𝜇

𝜈 = 𝑊，但是，这可以说明
𝑆−1𝑊𝑡 = 𝑡，所以 𝑆−1𝑊不会是boost也不可能是空间平移，只能是纯转动。
同时𝑆𝜇

𝜈和𝑊𝜇
𝜈都使得𝑘𝜇不变，所以𝑆−1𝑊是绕z轴的一个转动

𝑅𝜇
𝜈 𝜃 =

𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑠𝑖𝑛𝜃 0 0
−𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑐𝑜𝑠𝜃 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

•所以𝑊 = 𝑆𝑅



无质量粒子

•我们可以肉眼观察出，这样的W组成的群可以分割成两个Abelian的子群
1) 𝜃 = 0，𝑊 0,  𝛼,  𝛽 𝑊 0, 𝛼, 𝛽 = 𝑆  𝛼,  𝛽 𝑆 𝛼, 𝛽 = 𝑆  𝛼 + 𝛼,  𝛽 + 𝛽

2) 𝛼 = 𝛽 = 0，𝑊  𝜃, 0,0 𝑊 𝜃, 0,0 = 𝑅  𝜃 𝑅 𝜃 = 𝑅 𝜃 +  𝜃

•而且
𝑅 𝜃 𝑆 𝛼, 𝛽 𝑅−1 𝜃 = 𝑆 𝛼𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝛽𝑠𝑖𝑛𝜃, 𝛽𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝛼𝑠𝑖𝑛𝜃

•这就是说，子群1在任何平面旋转作用下是不变的。

•满足这样乘法规则的群是ISO(2)群，它代表了在一个二维平面内的平移
𝛼, 𝛽 和绕着垂直于这个平面的轴的旋转 𝜃 。



无质量粒子

•考虑无限小的变换，即𝜃, 𝛼, 𝛽  0，那么𝑊 𝜃, 𝛼, 𝛽 𝜇
𝜈

= 𝛿𝜇
𝜈 + 𝜔𝜇

𝜈

𝜔𝜇
𝜈 =

0 𝜃 −𝛼 𝛼
−𝜃 0 −𝛽 𝛽
𝛼 𝛽 1 − 𝜁 𝜁

−𝛼 −𝛽 −𝜁 1 + 𝜁

•将其用Lorentz群的生成元表示出来
𝑈 𝑊 𝜃, 𝛼, 𝛽 𝜇

𝜈 = 1 + 𝑖 𝛼𝐴 + 𝑖 𝛽𝐵 + 𝑖𝜃𝐽3
𝐴 = 𝐽2 + 𝐾1 𝐵 = −𝐽1 + 𝐾2

•利用之前Lorentz群的结论，我们可以导出如下的对易关系
𝐽3, 𝐴 = 𝑖𝐵 𝐽3, 𝐵 = −𝑖𝐴 𝐴, 𝐵 = 0



无质量粒子

•但是这里的a,b只能是0，因为
𝑈 𝑅 𝜃 𝐴𝑈−1 𝑅 𝜃 = 𝐴𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝐵𝑠𝑖𝑛𝜃
𝑈 𝑅 𝜃 𝐵𝑈−1 𝑅 𝜃 = 𝐵𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝐴𝑠𝑖𝑛𝜃
𝐴 𝑈−1 𝑅 𝜃 Ψ𝑘,𝑎,𝑏 = 𝑎𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝑏𝑠𝑖𝑛𝜃
𝐵 𝑈−1 𝑅 𝜃 Ψ𝑘,𝑎,𝑏 = 𝑏𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑎𝑠𝑖𝑛𝜃

•如果存在一组非零的a,b，那就意味这我们获得了一整套连续的本征值，
然而无质量的粒子没有观测到任何的连续自由度。所以a，b只能为0，我
们将本征态重新标记为Ψ𝑘,𝜎（a=b=0）这些态唯一的区别就是对应的𝐽3的
本征值不同，𝐽3Ψ𝑘,𝜎 = 𝜎Ψ𝑘,𝜎

•因为𝑘沿z轴方向，𝜎代表z轴方向的量子数，即前进方向的量子数，称为
螺旋度



无质量粒子

• 对于有限的𝛼, 𝛽，
𝑈 𝑆 𝛼, 𝛽 = exp(𝑖𝛼𝐴 + 𝑖 𝛽𝐵)

• 对于有限的𝜃
𝑈 𝑅 𝜃 = exp(𝑖𝐽3𝜃)

• 所以一般的W作用在Ψ𝑘,𝜎上时，
𝑈 𝑊 Ψ𝑘,𝜎 = exp 𝑖𝛼𝐴 + 𝑖 𝛽𝐵 exp 𝑖𝐽3𝜃 Ψ𝑘,𝜎 = exp 𝑖𝜎𝜃 Ψ𝑘,𝜎

• 所以对于无质量的粒子，little group的不可约表示为
𝐷𝜎′𝜎 𝑊 = exp 𝑖𝜎𝜃 𝛿𝜎′𝜎

• 再利用之前的结论，我们就可以得到本征态Ψ𝑘,𝜎在洛伦兹变换下的行为

𝑈 Λ Ψ𝑘,𝜎 =
(Λ𝑝)0

𝑝0
exp(𝑖𝜎𝜃(Λ, 𝑝))ΨΛ𝑝,𝜎



空间反演与时间反演对称性

•我们先前定义了：
𝒫 0

0 = 1, 𝒫 1
1 = 𝒫 2

2 = 𝒫 3
3 = −1, 𝒯 0

0 = −1, 𝒯 1
1 = 𝒯 2

2 = 𝒯 3
3 = 1

•我们再来定义与他们相应的Hilbert空间上的算符
P ≡ 𝑈 𝒫, 0 , T ≡ 𝑈 𝒯, 0

•于是就有
P𝑈 Λ, 𝒂 P−1 = 𝑈 𝒫Λ𝒫−1, 𝒫𝒂
𝑇𝑈 Λ, 𝒂 T−1 = 𝑈 𝒯Λ𝒯−1, 𝒯𝒂

•在1956-57年，杨振宁和李政道发现了在弱相互作用中宇称不守恒，接下
来也发现时间反演对称也只是近似成立。不过在接下来的推导里我们依
旧假设存在这样的P ≡ 𝑈 𝒫, 0 , T ≡ 𝑈 𝒯, 0 。



空间反演与时间反演对称性
•在无限小变换的情况下

P𝑖𝐽𝜌𝜎P−1 = 𝑖𝒫μ
𝜌
𝒫ν

𝜎𝐽𝜇𝜈

P𝑖𝑃𝜌P−1 = 𝑖𝒫μ
𝜌
𝑃𝜇

𝑇𝑖𝐽𝜌𝜎T−1 = 𝑖𝒯μ
𝜌
𝒯ν

𝜎𝐽𝜇𝜈

𝑇𝑖𝑃𝜌T−1 = 𝑖𝒯μ
𝜌
𝑃𝜇

•此时我们还不确定P, T是线性还是反线性算子，所以将𝑖留在算符之后。

•取𝜌 = 0的情况以确定P, T是线性或是反线性算子。
P𝑖𝐻P−1 = 𝑖𝐻

•我们知道这个世界上并不存在负能量，所以P只能是线性的，同理
T𝑖𝐻T−1 = −𝑖𝐻

•所以T只能是反线性的。



空间反演与时间反演对称性

•我们具体地看T, P与𝐏, 𝐉, 𝐊的关系
P𝐉P−1 = +𝐉
P𝐊P−1 = −𝐊
P𝐏P−1 = −𝐏
T𝐉T−1 = −𝐉
T𝐊T−1 = +𝐊
T𝐏T−1 = −𝐏

•接下来我们来看对于单粒子态T, P的具体作用。



正质量粒子的空间反演对称性

•从之前的关系里可以得到
PΨ𝒌,𝜎 = 𝜂𝜎Ψ𝒌,𝜎

•我们再将角动量的阶梯算符作用上去
(𝐽1±𝑖𝐽2) Ψ𝒌,𝜎 = (𝑗 ∓ 𝜎)(𝑗 ± 𝜎 + 1)Ψ𝒌,𝜎±1

•两边再用P作用，得到
𝜂𝜎 = 𝜂𝜎±1，PΨ𝒌,𝜎 = 𝜂Ψ𝒌,𝜎

•又因为：

Ψ𝒑,𝜎 ≡
𝑀

𝑝0
𝑈 𝐿 𝒑 Ψ𝒌,𝜎，PΨ𝒑,𝜎 =

𝑀

𝑝0
𝑈 𝐿 𝒫𝒑 𝜂Ψ𝒌,𝜎

PΨ𝒑,𝜎 = 𝜂Ψ𝒫𝒑,𝜎



正质量粒子的时间反演对称性

•由于
𝐽3TΨ𝒌,𝜎 = −𝜎TΨ𝒌,𝜎

•所以
TΨ𝒌,𝜎 = 𝜁𝜎Ψ𝒌,−𝜎

•同样作用角动量阶梯算符，有
𝜁𝜎 = −𝜁𝜎±1 = 𝜁 −1 𝑗−𝜎

•同时注意到当Ψ𝒌,𝜎改变相位时
TΨ𝒌,𝜎

′ = 𝛼∗𝜁 −1 𝑗−𝜎Ψ𝒌,−𝜎
′ = 𝛼∗𝜁 −1 𝑗−𝜎Ψ𝒌,−𝜎

•所以𝜁的相位是任意的。同样推广到任意动量𝒑的情况：
TΨ𝒑,𝜎 = 𝜁 −1 𝑗−𝜎Ψ𝒫𝒑,𝜎



无质量粒子的空间反演对称性

•我们先从物理直观上思考空间反演算符P的作用，P应该保持矢量k反向而
角动量不变

(𝓅𝑘)𝜇= 0,0, −𝑘, 𝑘 𝐽3𝑃Ψ𝑘,𝜎 = 𝜎𝑃Ψ𝑘,𝜎

•但是体系的螺旋度代表动量方向的角动量投影，所以整个态的螺旋度变
为−𝜎，从另一个角度看，空间反演的存在告诉我们只要存在一个质量为
零，螺旋度为𝜎的粒子，那么必然存在一个同类粒子螺旋度与之相反。

•通过严格推导，可以得出：
𝑃Ψ𝑝,𝜎 = 𝜂𝜎exp(∓𝑖𝜋𝜎)Ψ𝓅𝑝,−𝜎



无质量粒子的时间反演对称性

• 下面我们对时间反演重复相似的讨论，从物理直观上看T应该使动量和角动量都反向，
但螺旋度在这个过程中保持不变。

• 重复一通类似的操作，我们得到：
𝑇Ψ𝑝,𝜎 = 𝜁𝜎exp(±𝑖𝜋𝜎)Ψ𝓅𝑝,𝜎

• 在时间反演算符之中出现了一件有意思的事情是，𝑇2的作用效果在有质量和无质量
的情况下特别地相似。

• 对于有质量的情况
𝑇2Ψ𝑘,𝜎 = − 2𝑗Ψ𝑘,𝜎

• 无质量的情况
𝑇2Ψ𝑘,𝜎 = − 2 𝜎 Ψ𝑘,𝜎

• 我们就将无质量粒子的螺旋度的绝对值称为这个粒子的“自旋”。这个关系告诉我们，
无质量的粒子也具有Kramer’s degeneracy。



射影表示

• 之前我们在讨论Galilean群的时候已经讨论过射影表示，也就是：
𝑈 𝑇1 𝑈 𝑇2 Ψ = exp 𝑖𝜙(𝑇1, 𝑇2 ) 𝑈 𝑇1𝑇2 Ψ

• 满足上式的，从群元到矩阵的映射称为群的射影表示。我们之前的讨论都考虑
了Lorentz群的普通表示，现在我们来探讨一下Lorentz群的射影表示。

• 射影表示相因子需要保持结合律不变，即
𝑈 𝑇3 (𝑈 𝑇2 𝑈 𝑇1 ) = (𝑈 𝑇3 𝑈 𝑇2 )𝑈(𝑇1)

𝜙 𝑇2, 𝑇1 + 𝜙 𝑇3, 𝑇2𝑇1 = 𝜙 𝑇3, 𝑇2 + 𝜙 𝑇3𝑇2, 𝑇1

• 猜测满足上式的相因子应该具有以下的形式
𝜙 𝑇2, 𝑇1 = 𝛼 𝑇1𝑇2 − 𝛼 𝑇1 − 𝛼 𝑇2

• 但是我们可以通过重新定义𝑈(𝑇)为𝑈(𝑇)𝑒𝑥𝑝(𝑖𝛼(𝑇))使得这个射影表示变成一个
普通表示。



射影表示

•定义cocycle：称任何一组满足：
𝜙 𝑇2, 𝑇1 + 𝜙 𝑇3, 𝑇2𝑇1 = 𝜙 𝑇3, 𝑇2 + 𝜙 𝑇3𝑇2, 𝑇1

且每个函数之间的相差Δ𝜙 𝑇2, 𝑇1 都满足：
𝜙 𝑇2, 𝑇1 = 𝛼 𝑇1𝑇2 − 𝛼 𝑇1 − 𝛼 𝑇2

的函数𝜙 𝑇2, 𝑇1 称为一个“2-cocycle”。

•一个cocycle中如果包含了0，那么它就是平凡的，意味着我们总可以通过
重新定义相位来使得这个表示成为普通表示。

•我们感兴趣的是，给定某一个群，其中是否包含了non-trivial的cocycle



射影表示
• 我们考虑参数𝜃𝑎无限小的情况：

• 因为𝜙 𝑇1, 1 = 𝜙 1, 𝑇2 = 1,所以𝜙 𝑇 𝜃2 , 𝑇(𝜃1) 在𝜃1 = 𝜃2 = 0处的展开一定从二阶开
始：

𝜙 𝑇 𝜃2 , 𝑇(𝜃1) = 𝑔𝑎𝑏𝜃1
𝑎𝜃2

𝑏 + ⋯

• 同时，

𝑈 𝑇 = 1 + 𝑖𝜃𝑎𝑡𝑎 +
1

2
𝜃𝑏𝜃𝑐𝑡𝑏𝑐 …

• 那么，射影表示可以写为
𝑈 𝑇 𝜃2 𝑈 𝑇(𝜃1) = exp 𝑖𝜙(𝑇1, 𝑇2 ) 𝑈(𝑇(𝑓(𝜃2, 𝜃1)))

• 𝑓 𝜃2, 𝜃1 也可以用级数展开为𝑓𝑎 𝜃2, 𝜃1 = 𝜃1
𝑎 + 𝜃2

𝑎 + 𝑓𝑏𝑐
𝑎 𝜃2

𝑏𝜃1
𝑐

• 经过一通暴力破解，得到：
𝑡𝑎 , 𝑡𝑎 = 𝑖𝐶𝑏𝑐

𝑎 𝑡𝑎 + 𝑖𝐶𝑏𝑐

• 其中𝐶𝑏𝑐
𝑎 = −𝑓𝑏𝑐

𝑎 + 𝑓𝑐𝑏
𝑎 称为结构常数，𝐶𝑏𝑐 = −𝑔𝑏𝑐 + 𝑔𝑐𝑏称为中心荷。



Lorentz群的射影表示

•我们现在把在原来看起来很简洁的普通表示下的Lorentz群元的对易关系
在射影表示下重新写出来

𝑖 𝐽𝜇𝜈 , 𝐽𝜌𝜎 = 𝜂𝜈𝜌𝐽𝜇𝜎 − 𝜂𝜇𝜌𝐽𝜈𝜎 − 𝜂𝜎𝜇𝐽𝜌𝜈 + 𝜂𝜎𝜈𝐽𝜌𝜇 + 𝐶𝜌𝜎,𝜇𝜈

𝑖 𝑃𝜇 , 𝐽𝜌𝜎 = 𝜂𝜇𝜌𝑃𝜎 − 𝜂𝜇𝜎𝑃𝜌 + 𝐶𝜌𝜎,𝜇

𝑖 𝐽𝜇𝜈 , 𝑃𝜌 = 𝜂𝜈𝜌𝑃𝜇 − 𝜂𝜇𝜌𝑃𝜈 + 𝐶𝜌,𝜇𝜈

𝑖 𝑃𝜇 , 𝑃𝜌 = 𝐶𝜌,𝜇

•用同样的方法，我们考虑中心荷和结构常数的Jacobi恒等式，经过计算之
后可以得到，我们只需如下重新定义生成元，就可以消去对易关系中的
中心荷：

 𝑃𝜇 ≡ 𝑃𝜇 + 𝐶𝜇  𝐽𝜇𝜎 ≡ 𝐽𝜇𝜎 + 𝐶𝜇𝜎

•如此，新的对易关系就跟原来一样了。



Lorentz群和拓扑

•我们可以使用2*2的复矩阵来表示Lorentz群：任何实的四矢量可以表示𝑉𝜇

成一个2*2的Hermitian矩阵

𝓋 = 𝑉0 + 𝑉3 𝑉1 − 𝑖𝑉2

𝑉1 + 𝑖𝑉2 𝑉0 − 𝑉3

• Lorentz变换同样可以用2*2的复矩阵𝜆 (det 𝜆 = 1)表示:
𝜆𝓋𝜆† = Λ𝜈

𝜇
𝜆 𝓋

•所以Lorentz群就是𝑆𝐿(2, 𝐶)/𝑍2。

•从几何的观点来看这个问题，所有的2*2的复矩阵都可以表示成:
𝜆 = 𝑢 𝑒𝑥𝑝 ℎ

•其中u是酉矩阵，h是Hermitian矩阵。同时det 𝜆 = 1要求：
Det 𝑢 = 1 Tr ℎ = 0



Lorentz群和拓扑

•任何的满足这样要求的u，h都可以写成

𝑢 =
𝑑 + 𝑖𝑒 𝑓 + 𝑖𝑔

−𝑓 + 𝑖𝑔 𝑑 − 𝑖𝑒
ℎ =

𝑐 𝑎 − 𝑖𝑏
𝑎 + 𝑖𝑏 −𝑐

𝑑2 + 𝑒2 + 𝑓2 + 𝑔2 = 1

• h代表了一个三维空间𝑅3, u代表了一个四维空间的球面𝑆3。

•所以𝑆𝐿(2, 𝐶)在几何上等效于𝑅3 × 𝑆3,而Lorentz群等效于𝑅3 × 𝑆3/𝑍2,就是
三维空间和四维球面的一个分支

•我们可以通过类似的讨论，探讨Poincare群的几何性质，因为Poincare群
只是在Lorentz群的基础上加上了四个维度的平移，它在拓扑意义上等效
于𝑅4 × 𝑅3 × 𝑆3/𝑍2。



Lorentz群和拓扑
•在数学上，单连通区域中所有闭曲线都能连续地收缩至一点。粗略的说，
如果空间中的某个物体仅由一小块构成，并且没有任何的“洞”穿过它，
则这个物体是单连通的。

•如果上面的条件不满足，就是多重连通的，对于n重连通区域，沿着任一
条闭曲线走n遍的曲线，都能连续地收缩至一点。

•刚才的讨论意味着，不论是Lorentz还是Poincare群都是双连通的。也就是
说，连接两个点之间的路径可以分成两类，一个等效的说法是沿着任一
条闭曲线走两遍的曲线，都能连续地收缩至一点。

•那么考虑一个经过1，Λ的路线，就是 𝑈 Λ 𝑈  Λ 𝑈−1 Λ Λ
2

= 1，用射影
表示的语言就是exp 𝑖𝜙 Λ,  Λ = ±1。

• Intuitively，+1代表了整数自旋，-1代表了半整数自旋。



Part IV从SU(3)到夸克模型



历史

• 为了解释质子和中子的电荷差异，引入一个内禀的SU(2)代数，也就是同位旋。质子

和中子被认为是同位旋为
1

2
的态

1

2
, −

1

2
。引入电荷算符：

𝑄 = 𝑒 𝑇3 +
1

2

• 同位旋也可以用于解释𝜋介子三重态：它们是同位旋为1的三个不同态，而电荷为
0,±𝑒。它们的电荷算符为：

𝑄 = 𝑒𝑇3

• 同位旋解释了电荷多重态，在电荷多重态中的粒子只有电荷是不同的。但是对于不同
粒子而言，电荷‘梯子’的中心不是0。这引诱我们定义新的一个量子数——超荷：

𝑄 =
1

2
𝑌 + 𝑇3

• 超荷和同位旋可以用SU(3)代数来解释。



SU(3)的生成元

• SU(3)的8个生成元是Gell-Mann矩阵：

𝜆1 =
1

1 , 𝜆2 =
−𝑖

𝑖 , 𝜆3 =
1

−1

𝜆4 =
1

1
, 𝜆5 =

−𝑖

𝑖
, 𝜆6 = 1

1

𝜆7 = −𝑖
𝑖

, 𝜆8 =
1

3

1
1

−2
•可以看出，𝜆1,2,3构成一个𝔰𝔲(2)子代数，𝜆4,5, 𝜆6,7各自和𝜆3,8的线性组合构
成𝔰𝔲(2)子代数。这引导我们定义这些子代数的生成元：



SU(3)代数

𝐹𝑖 =
1

2
𝜆𝑖 , 𝑇± = 𝐹1 + 𝑖𝐹2, 𝑇3 = 𝐹3, 𝑉± = 𝐹4 ± 𝑖𝐹5,

𝑉3 = 3𝐹8 − 𝐹3, 𝑈± = 𝐹6 ± 𝑖𝐹7, 𝑈3 = 3𝐹8 + 𝐹3, 𝑌 =
2

3
𝐹8

•这些算符的对易关系为：
𝑇3, 𝑇± = ±𝑇±, 𝑇+, 𝑇− = 2𝑇3, 𝑈3, 𝑈± = ±𝑇±, 𝑈+, 𝑈− = 2𝑇3,

𝑉3, 𝑉± = ±𝑇±, 𝑉+, 𝑉− = 2𝑇3, 𝑇3, 𝑈± = ∓
1

2
𝑈±, 𝑇3. 𝑉± = ±

1

2
𝑉±

𝑌, 𝑇± = 0, 𝑌, 𝑈± = ±𝑈±, 𝑌, 𝑉± = ±𝑉±, 𝑌, 𝑇3 = 0
𝑇+, 𝑉− = 𝑇+, 𝑈− = 𝑈+, 𝑉+ = 0,

𝑇+, 𝑉− = −𝑈−, 𝑇+, 𝑈+ = 𝑉+, 𝑈+, 𝑉− = 𝑇−

•可以看出，𝑇±，𝑈±，𝑉±就是SU(2)子代数的升降算符。



SU(3)代数

𝑌, 𝑇3 = 0。这意味着我们可
以使用Y和𝑇3的本征值，也就
是 𝑡3, 𝑦⟩来标记多重态——也就
是在SU(3)群的同一不可约表示
下的态。



SU(3)多重态

•我们知道Casimir算符的本征值可以用
来标记多重态，SU(3)有两个Casimir算
符，也就是说一个多重态会用两个量
子数标记。

•考虑SU(2)子代数，一个SU(2)多重态
是关于0对称的。在权图上，多重态
的每一边都是关于量子数𝑉3, 𝑈3或
𝑇3=0对称的。

•由于T, U, V代数是SU(3)的等价的子代
数，于是一个多重态绕原点旋转120
度不变。



SU(3)多重态

•这样的多重态可以用两个量子数标记，可以把它取为六边形两条边的长
度p，q。它们是SU(3)的两个Casimir算符。

•最基本的多重态是𝐷(1,0)和𝐷(0,1)，我们称他们为 3 , [ 3]：

•更高的多重态可以由这两个最基本的多重态通过Clebsch-Gordan耦合得到。



夸克

•我们特别关注 3 , [ 3]。由于更高的多重态可以通过 3 , [ 3]叠加出来，也
就是说更高多重态中的粒子由它们“组成”。根据之前的电荷算符：

𝑄 =
1

2
𝑌 + 𝑇3

• 3 中的三个态的电荷：

𝑄 𝑦 =
1

3
, 𝑡3 =

1

2
=

2

3
𝑦 =

1

3
, 𝑡3 =

1

2

𝑄 𝑦 =
1

3
, 𝑡3 = −

1

2
= −

1

3
𝑦 =

1

3
, 𝑡3 = −

1

2

𝑄 𝑦 = −
2

3
, 𝑡3 = 0 = −

1

3
𝑦 = −

2

3
, 𝑡3 = 0



夸克

•这些粒子具有三分之一的元电荷。它们被称为夸克。 𝑦 =
1

3
, 𝑡3 =

1

2
称为

u夸克， 𝑦 =
1

3
, 𝑡3 = −

1

2
称为d夸克，而 𝑦 = −

2

3
, 𝑡3 = 0 称为s夸克。

•对于[ 3]，其中的三个夸克是上述三个夸克的反粒子:

𝑄 𝑦 = −
1

3
, 𝑡3 = −

1

2
= −

2

3
𝑦 = −

1

3
, 𝑡3 = −

1

2

𝑄 𝑦 = −
1

3
, 𝑡3 =

1

2
=

1

3
𝑦 = −

1

3
, 𝑡3 =

1

2

𝑄 𝑦 =
2

3
, 𝑡3 = 0 =

1

3
𝑦 =

2

3
, 𝑡3 = 0



夸克

•通过不可约表示 3 , [ 3]，可以叠加出SU(3)更高的表示：

•考虑p个夸克和q个反夸克构成的态，最大的同位旋和最低超荷为：

𝑡3𝑚𝑎𝑥
𝑝, 𝑞 =

𝑝 + 𝑞

2
, 𝑦𝑚𝑖𝑛 = −

1

3
(2𝑝 + 𝑞)

•于是，同位旋最高的态是：

𝑦 =
𝑝 − 𝑞

3
, 𝑡3 =

𝑝 + 𝑞

2
•这两个态可以通过𝑉−算符联系起来，如果这个态属于表示𝐷(𝑃, 𝑄)，那么
作用P次 𝑉− 算符，能从上述态变为最小超荷态。这将超荷本征值减少了P，
可以求出：

𝑃 = 𝑝

•同样有Q=q。也就是说，p个夸克和q个反夸克最多能叠加出表示 𝐷(𝑝, 𝑞) 。
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